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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۱ فیزیک
استوانه ای مختصات دستگاه

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ بهمن

۳۲ / ۱ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

x

y

z

îx+
ĵy

k̂z y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

x = î · r⃗

y = ĵ · r⃗

z = k̂ · r⃗

x, y, z ∈ R

۳۲ / ۲ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

x

y

z

√
x 2

+
y 2

√
x 2

+
y 2

y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

۳۲ / ۳ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

x

y

z ρ

ρ

y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

r =
√
ρ2 + z2

۳۲ / ۴ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

z ρ

ρ
y

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x

۳۲ / ۵ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

z ρ

ρ
y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x{
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

۳۲ / ۶ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

z ρ

ρ
y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

ϕ = tan−1
(y
x

)
{
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

مکان بردار

r⃗ = îρ cosϕ+ĵρ sinϕ+k̂z

۳۲ / ۷ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂
k̂

y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

k̂

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
ρ2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

ϕ = tan−1
(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = ρ(̂i cosϕ+ ĵ sinϕ) + k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ, |ρ̂| = 1

r⃗ = ρρ̂+ k̂z
۳۲ / ۸ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

دستگا ههای تمامی در یکه بردارهای یادآوری:
دستگاه در مثال برای هستند. راستگرد مختصات

یکه بردارهای راستگردی دکارتی مختصات
می شود، داده زیر بصورت

î× ĵ = k̂, ĵ × k̂ = î, k̂ × î = ĵ

با استوانه ای مختصات دستگاه در مکان بردار
شود، می داده k̂ و ρ̂ یکه بردارهای از استفاده

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

که
ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

صورتی صفحه ی داخل در k̂ و ρ̂ یکه بردارهای
می باشند. عمود یکدیگر بر و دارند قرار رنگ

۳۲ / ۹ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

صورتی صفحه ی داخل در k̂ و ρ̂ یکه بردارهای
می باشند. عمود یکدیگر بر و دارند قرار رنگ

ρ̂ · k̂ = 0

بردارهای بر علاوه استوانه ای مختصات دستگاه در
تغییرات جهت در دیگری یکه بردار ،k̂ و ρ̂ یکه ی
می شود. داده نمایش ϕ̂ با که دارد وجود ϕ زاویه ی

رنگ صورتی صفحه ی بر عمود ϕ̂ یکه بردار
است،

k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

۳۲ / ۱۰ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

k̂ × ρ̂

ρ̂× k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

است، رنگ صورتی صفحه ی بر عمود ϕ̂ یکه بردار

k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

بدست k̂ و ρ̂ خارجی ضرب از ϕ̂ یکه بردارهای
بنابراین می آید.

ρ̂× k̂ = î sinϕ− ĵ cosϕ

k̂ × ρ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

۳۲ / ۱۱ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

k̂ × ρ̂

ρ̂× k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

k̂ · ρ̂ = k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

ϕ تغییرات مثبت جهت در k̂ × ρ̂ شکل مطابق
است. ϕ تغییرات منفی جهت در ρ̂× k̂ و است

بنابراین

k̂ × ρ̂ = ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

راستگردی استوانه ای مختصات دستگاه برای
می شود، داده زیر بصورت یکه بردارهای

k̂ × ρ̂ = ϕ̂, ρ̂× ϕ̂ = k̂, ϕ̂× k̂ = ρ̂

۳۲ / ۱۲ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردار های

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

ϕ̂

y

x

z

r⃗

ϕ

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

ρ̂ یکه ی بردارهای دارد، ثابتی جهت که k̂ برخلاف
می کند. تغییر ϕ با آن جهت و هستند ϕ تابع ϕ̂ و

عمودند، برهم دو به دو  یکه بردارهای

k̂ · ρ̂ = k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

راستگردند، یکه بردارهای

k̂ × ρ̂ = ϕ̂, ρ̂× ϕ̂ = k̂, ϕ̂× k̂ = ρ̂

۳۲ / ۱۳ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

شتاب و سرعت بردارهای

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

r⃗ = ρρ̂+ zk̂

d

dt
r⃗ =

d

dt
(ρρ̂) +

dz

dt
k̂

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρ

dρ̂

dt
+

dz

dt
k̂

زنجیری قاعده ی

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρ

dρ̂

dϕ

dϕ

dt
+

dz

dt
k̂

dρ̂

dϕ
= − sinϕî+ cosϕĵ = ϕ̂

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρϕ̂

dϕ

dt
+

dz

dt
k̂

اگر

ρ̇ =
dρ

dt
, ϕ̇ =

dϕ

dt
, ż =

dz

dt

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

۳۲ / ۱۴ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

dρ̂

dt
= ϕ̇ϕ̂

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

vρ = ρ̇

vϕ = ρϕ̇

vz = ż

۳۲ / ۱۵ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

d

dt
v⃗ =

d

dt
(ρ̇ρ̂) +

d

dt

(
ρϕ̇ϕ̂

)
+

dż

dt
k̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂+ ρϕ̇

dϕ̂

dt

+
dż

dt
k̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dż

dt
k̂

dρ̂

dϕ
= −î sinϕ+ ĵ cosϕ = ϕ̂

dϕ̂

dϕ
= −î cosϕ− ĵ sinϕ = −ρ̂

۳۲ / ۱۶ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dż

dt
k̂

dρ̂

dϕ
= −î sinϕ+ ĵ cosϕ = ϕ̂

dϕ̂

dϕ
= −î cosϕ− ĵ sinϕ = −ρ̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dϕ

dt
ϕ̂

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ

dt
ρ̂

+
dż

dt
k̂

ρ̇ =
dρ

dt
, ϕ̇ =

dϕ

dt

ρ̈ =
dρ̇

dt
, ϕ̈ =

dϕ̇

dt
, z̈ =

dż

dt

۳۲ / ۱۷ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

استوانه ای قوطی یا دوبعدی−پوسته  انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ρ

z

ϕ

ρ = ثابت

۳۲ / ۱۸ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

استوانه ای قوطی یا دوبعدی−پوسته  انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ρ

z

z + dz

ϕ

۳۲ / ۱۹ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

استوانه ای قوطی یا دوبعدی−پوسته  انتگرالگیری

x

y

z

z

r⃗

ρ

z

z + dz

ϕ dϕ

ρdϕ

۳۲ / ۲۰ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

استوانه ای قوطی یا دوبعدی−پوسته  انتگرالگیری
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ρdϕ و dz

dS = ρdϕdz

۳۲ / ۲۱ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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۳۲ / ۲۲ ۱۴۰۰ بهمن استوانه ای مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی انتگرالگیری
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سه بعدی انتگرالگیری
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سه بعدی انتگرالگیری
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سه بعدی انتگرالگیری
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V =
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