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تحلیلی مکانیک
سوم−نوسانگرها درسنامه

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم

µ = 0

m

x0 = 0 (مبدا)

k, l

×
k

x

Fفنر

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم

µ = 0

m

x0 = 0 (مبدا)

k, l

×
k

x

Fفنر

Fفنر = Fهوک = −kx
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم

F (x) = −kx

x

F (x)

−x
−3x

−1
3x

۱۲۶ / ۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت

V (x)− V (x0) = −
∫ x

x0

F (x)dx = k

∫ x

x0

xdx

یعنی دارد، طبیعی طول فنر که می دهیم قرار وضعیتی در را پتانسیل انرژي مرجع و مبدا

V (x0) = V (0) = 0

V (x)− 0 = −k

∫ x

0
xdx

V (x) =
1

2
kx2

فنر و جرم سیستم انرژي

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = ثابت

۱۲۶ / ۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = ثابت

d

dt
E = 0 ⇒ d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2
)

= 0

mẋẍ+ kxẋ = 0 ⇒ ẋ(mẍ+ kx) = 0

داریم ẋ ̸= 0 فرض با بنابراین داشت. نخواهد حرکتی جرم اصلا باشد، صفر برابر ẋ اگر

mẍ+ kx = 0

بصورت فنر و جرم طبیعی یا هماهنگ فرکانس می شود. نامیده فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله که

ω0 =

√
k

m

می شود، نوشته نیز زیر بصورت فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله صورت این در شود، بررسی

ẍ+ ω2
0x = 0

۱۲۶ / ۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
نیوتن) دوم قانون طریق (از فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت

Wفنر(x) = −1

2
kx2

m
d2x

dt2
= F

m
d2x

dt2
= −kx ⇒ m

d2x

dt2
+ kx = 0

÷m−−→ d2x

dt2
+

k

m
x = 0, ω0 =

√
k

m

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0 یا ẍ+ ω2
0x = 0 حرکت دیفرانسیلی معادله

۱۲۶ / ۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
شده داده اولیه شرایط با فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله حل

ẍ+ ω2
0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله بطورکلی
دیفرانسیلی معادله چنین این در است.

x(t) = Aert

جواب در r کردن پیدا برای می آید. بدست مسئله اولیه شرایط از A می باشد. پیشنهادی جواب
می شود، گرفته زمان به نسبت مشتق بار دو آن از پیشنهادی،

ẋ = Arert

ẍ = Ar2ert

دیفرانسیل معادله داخل در را ẍ = Ar2ert و x = Aert حالا

ẍ+ ω2
0x = 0

می آید، بدست زیر شاخص) (یا مفسر معادله ی و داده قرار

r2 + ω2
0 = 0

۱۲۶ / ۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
شده داده اولیه شرایط با فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله حل

ẍ+ ω2
0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله بطورکلی
دیفرانسیلی معادله چنین این در است.

x(t) = Aert

می باشند، مختلط مفسر دوم درجه معادله ی ریشه های می باشد. پیشنهادی جواب

r = ±iω0

می باشد، زیر بصورت فنر و جرم دیفرانسیل معادله جواب ترتیب بدین

x(t) = Aeiω0t + Be−iω0t

می شود. تعیین مسئله اولیه شرایط به توجه با آنها مقادیر و می باشند مختلط B و A ثوابت اینجا در
۱۲۶ / ۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
شده داده اولیه شرایط با فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله حل

ẍ+ ω2
0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله بطورکلی
دیفرانسیلی معادله چنین این در است.

x(t) = Aert

می باشد، زیر بصورت فنر و جرم دیفرانسیل معادله جواب می باشد. پیشنهادی جواب

x(t) = Aeiω0t + Be−iω0t

است، اولر معادله از استفاده دیفرانسیل معادله جواب برای دیگر روش

e±iϕ = cosϕ± i sinϕ

۱۲۶ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
شده داده اولیه شرایط با فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله حل

ẍ+ ω2
0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله یک فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله بطورکلی
دیفرانسیلی معادله چنین این در است.

x(t) = Aert

می باشند، زیر بصورت فنر و جرم دیفرانسیل معادله ممکن جوابهای کلیه می باشد. پیشنهادی جواب

x(t) = A1e
iω0t +A1e

−iω0t

x(t) = B1e
i(ω0t+ϕ)

x(t) = B2e
−i(ω0t+ϕ′)

x(t) = A1 cos(ω0t) +A2 sin(ω0t)

x(t) = A cos(ω0t+ α)

x(t) = B sin(ω0t+ β)

۱۲۶ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله جوابهای

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

m

A−(مبدا) A

x = A1 cos(ω0t) +A2 sin(ω0t)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

t = 0 :

{
x0 = A1

v0 = A2ω0

⇒

{
A1 = x0

A2 = v0/ω0

۱۲۶ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله جوابهای

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

m

A−(مبدا) A

x = A cos(ω0t+ α)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

t = 0 :

{
x0 = A cosα

v0 = −Aω0 sinα
⇒

{
A =

√
x20 + (v0/ω0)2

α = − tan−1(v0/x0ω0)

۱۲۶ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
فنر و جرم حرکت دیفرانسیل معادله جوابهای

d2x

dt2
+ ω2

0x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

m

B−(مبدا) B

x = B sin(ω0t+ β)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

t = 0 :

{
x0 = B sinβ

v0 = Bω0 cosβ
⇒

{
B =

√
x20 + (v0/ω0)2

β = tan−1(x0ω0/v0)

۱۲۶ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
x(t = 0) = اولیه شرایط برای را ω0 = π فرکانس با هماهنگی نوسانگر حرکت معادله مثال− ۱:

آورید. بدست v(t = 0) = 0 و 0.2ⅿ

حرکت معادله

x = A1 cos(ω0t) +A2 sin(ω0t)

سرعت معادله
v = −A1π sin(πt) +A2π cos(πt)

{
x(t = 0) = 0.2 = A1 + 0

v(t = 0) = 0 = 0 +A2

⇒ A1 = 0.2, A2 = 0

x = 0.2 cos(πt)

۱۲۶ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
x(t = 0) = اولیه شرایط برای را ω0 = π فرکانس با هماهنگی نوسانگر حرکت معادله مثال− ۲:

آورید. بدست v(t = 0) = 0 و 0.2ⅿ

حرکت معادله

x = A cos(ω0t+ α)

سرعت معادله
v = −Aπ sin(πt+ α)

{
x(t = 0) = 0.2 = A cos(α)

v(t = 0) = 0 = −Aπ sin(α)
⇒ α = 0, A = 0.2

x = 0.2 cos(πt)

۱۲۶ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
x(t = 0) = اولیه شرایط برای را ω0 = π فرکانس با هماهنگی نوسانگر حرکت معادله مثال− ۳:

آورید. بدست v(t = 0) = 0 و 0.2ⅿ

حرکت معادله

x = B sin(ω0t+ β)

سرعت معادله
v = Bπ cos(πt+ β)

{
x(t = 0) = 0.2 = B sin(β)

v(t = 0) = 0 = Bπ cos(β)
⇒ β = π/2, B = 0.2

x = 0.2 sin(πt+ π/2) = 0.2 cos(πt)

۱۲۶ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
حرکت نمودار

x = 0.2 cos(πt), v = −0.2π sin(πt)

t(s)

0.2

−0.2

0.2π

−0.2π

0.5 1

1.5

2
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هماهنگ نوسانگرهای
قائم امتدا در نوسانی حرکت

هوک قانون : F = −ky

k

m

فنر طبیعی y)طول = 0)

تعادل(ساکن) نقطه
y0

∑
Fy = 0 ⇒ −ky0 −mg = 0 ⇒ y0 = −mg

k

y0 = −g

k
m

۱۲۶ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
قائم امتدا در نوسانی حرکت

k

فنر طبیعی y)طول = 0)

تعادل نقطه

m
d2y

dt2
=
∑

Fy ⇒ m
d2y

dt2
= −ky −mg

۱۲۶ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از قائم امتدا در نوسانی حرکت

k

فنر طبیعی U0)طول = 0)
y

E =
1

2
mv2 +

1

2
ky2 +mgy = ثابت

است پایسته انرژی ⇒ d

dt
E = 0

d

dt
E = mv

dv

dt
+ ky

dy

dt
+mg

dy

dt
= 0

۱۲۶ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از قائم امتدا در نوسانی حرکت

k

فنر طبیعی U0)طول = 0)
y

mv
dv

dt
+ ky

dy

dt
+mg

dy

dt
= 0

v

(
m
dv

dt
+ ky +mg

)
= 0

m
dv

dt
= −ky −mg, نیوتن دوم قانون از آمده بدست معادله با منطبق

۱۲۶ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
قائم امتدا در نوسانی حرکت

m
d2y

dt2
= −ky −mg

m
d2y

dt2
+ ky = −mg

همگن: قسمت

m
d2y

dt2
+ ky = 0

y = A1 cosω0t+A2 sinω0t

پیشنهادی جواب ناهمگن: قسمت

y(t) = c0 + c1t+ c2t
2

می دهیم، قرار حرکت دیفرانسیل معادله داخل در آنرا و گرفته مشتق دوبار پیشنهادی جواب از

dy

dt
= c1 + 2c2t,

d2y

dt2
= 2c2

۱۲۶ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
قائم امتدا در نوسانی حرکت

m
d2y

dt2
+ ky = −mg

همگن: قسمت
yهمگن = A1 cosω0t+A2 sinω0t

دوم و اول مشتقات و پیشنهادی جواب ناهمگن: قسمت

y(t) = c0 + c1t+ c2t
2,

dy

dt
= c1 + 2c2t,

d2y

dt2
= 2c2

m
d2y

dt2
+ ky = −mg

2mc2 + k(c0 + c1t+ c2t
2) = −mg

c2 = c1 = 0, c0 = −mg/k

۱۲۶ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

هماهنگ نوسانگرهای
قائم امتدا در نوسانی حرکت

m
d2y

dt2
+ ky = −mg

همگن: قسمت
yهمگن = A1 cosω0t+A2 sinω0t

ناهمگن: قسمت
yناهمگن = −mg/k

نهایی: جواب
y = yهمگن + yناهمگن

y = A1 cosω0t+A2 sinω0t−mg/k

می آید. بدست اولیه شرایط از استفاده با A2 و A1 که

۱۲۶ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

o

L

m

۱۲۶ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

o

L

m

T

mg

۱۲۶ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

o

mg

T

mg cos θmg s
in
θ

θ

۱۲۶ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

گوی بر وارد نیروی گشتاور و نیروها ∑بررسی
Fr = 0

mg sin θ − T = 0

Fموثر =
∑

Fθ = −mg sin θ

τنیرو گشتاور =
∑

τo = −Lmg sin θ

o نقطه حول آونگ دورانی ∑دینامیک
τo = Ioθ̈, آونگ دورانی لختی : Io = mL2

−Lmg sin θ = mL2θ̈ ⇒ θ̈ +
g

L
sin θ = 0

۱۲۶ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

آونگ دورانی دینامیک
θ̈ +

g

L
sin θ = 0

داریم θ < 7◦ کوچک زوایای برای
sin θ ∼ θ

بنابراین
θ̈ +

g

L
θ = 0·

جرم−فنر ساده نوسانگر دینامیکی معادله همان بالا معادله

mẍ = −kx ⇒ mẍ+ kx = 0 ⇒ ẍ+ ω2
0x = 0

است. نوسانات فرکانس ω0 =
√

k/m آن در که است

دآوری یا

۱۲۶ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

هماهنگ نوسانگرهای
ساده آونگ نوسانی حرکت

آونگ دورانی دینامیک

θ̈ +
g

L
sin θ = 0

داریم θ < 7◦ کوچک زوایای برای
sin θ ∼ θ

بنابراین
θ̈ +

g

L
θ = 0

و

ω0 =

√
g

L

است. ساده آونگ نوسانات فرکانس

۱۲۶ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از ساده آونگ نوسانی حرکت

E =
1

2
Ioω2 + V (θ) =

1

2
mL2

(
dθ

dt

)2

+mgL(1− cos θ) = ثابت

o

θ

H

V = mgH = mgL(1− cos θ)

۱۲۶ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از ساده آونگ نوسانی حرکت

E =
1

2
mL2

(
dθ

dt

)2

+mgL(1− cos θ) = ثابت

V (θ) = mgL(1− cos θ)

تعادل نقطه :
dV (θ)

dθ
= 0 : mgL sin θ = 0 ⇒ θ = 0

V (θ) = V (0) +

(
dV (θ)

dθ

)
θ=0

θ +
1

2

(
d2V (θ)

dθ2

)
θ=0

θ2 + · · ·

V (θ) = 0 + 0 +
1

2
mgLθ2 + · · ·

E =
1

2
mL2

(
dθ

dt

)2

+
1

2
mgLθ2 = ثابت

۱۲۶ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی) طریق (از ساده آونگ نوسانی حرکت

E =
1

2
mL2

(
dθ

dt

)2

+
1

2
mgLθ2 = ثابت

است پایسته انرژی :
d

dt
E = 0

d

dt
E = mL2θ̇θ̈ +mgLθθ̇ = 0

mL2θ̇
(
θ̈ +

g

L
θ
)
= 0

θ̇ ̸= 0 اینکه فرض با

θ̈ +
g

L
θ = 0

۱۲۶ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
انرژی تغییرات آهنگ انرژی: ملاحظات

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

شود، گرفته مشتق زمان به نسبت طرفین از

dE

dt
= mẋẍ+ kxẋ = ẋ(mẍ+ kx) ۱

هماهنگ نوسانگر یک در
mẍ+ kx = 0 ۲

داریم ۲ و ۱ از
dE

dt
= 0

۱۲۶ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
جنبش انرژی زمانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ)

⟨K⟩t =
1

T

∫ T

0

1

2
mv2dt =

(
1

2
mω2

0A
2

)
1

T

∫ T

0
sin2(ω0t+ ϕ)dt

⟨K⟩t =
(
1

2
mω2

0A
2

)
1

T

∫ T

0

[
1− cos 2(ω0t+ ϕ)

2

]
dt

⟨K⟩t =
(
1

4
mω2

0A
2

)
1

T

[
t− 1

2ω0
sin 2(ω0t+ ϕ)

]T
0

چون : [sin 2(ω0t+ ϕ)]T0 = 0

⟨K⟩t =
1

4
mω2

0A
2

۱۲۶ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
پتانسیل انرژی زمانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ)

⟨V ⟩t =
1

T

∫ T

0

1

2
kx2dt =

(
1

2
kA2

)
1

T

∫ T

0
cos2(ω0t+ ϕ)dt

⟨V ⟩t =
(
1

2
kA2

)
1

T

∫ T

0

[
1 + cos 2(ω0t+ ϕ)

2

]
dt

⟨V ⟩t =
(
1

4
kA2

)
1

T

[
t+

1

2ω0
sin 2(ω0t+ ϕ)

]T
0

چون : [sin 2(ω0t+ ϕ)]T0 = 0

⟨V ⟩t =
1

4
kA2 =

1

4
mω2

0A
2

۱۲۶ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
پتانسیل و جنبش انرژی زمانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ)

⟨K⟩t =
1

4
mω2

0A
2

⟨V ⟩t =
1

4
kA2 =

1

4
mω2

0A
2

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
1

2
mω2

0A
2

۱۲۶ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
جنبش انرژی مکانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ) = −Aω0

√
1−

( x
A

)2

⟨K⟩x =
1

2A

∫ A

−A

1

2
mv2dx =

(
1

2
mω2

0A
2

)
1

2A

∫ A

−A

[
1−

( x
A

)2]
dx

⟨K⟩x =

(
1

2
mω2

0A
2

)
1

2A

[
x− 1

3

(
x3

A2

)]A
−A

=

(
1

2
mω2

0A
2

)
1

2A

[
2A− 1

3
2A

]

⟨K⟩x =
1

3
mω2

0A
2

۱۲۶ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
پتانسیل انرژی مکانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ) = −Aω0

√
1−

( x
A

)2
⟨V ⟩x =

1

2A

∫ A

−A

1

2
kx2dx =

(
1

2
k

)
1

2A

∫ A

−A
x2dx

⟨V ⟩x =

(
1

2
k

)
1

2A

[
1

3
x3
]A
−A

=

(
1

2
k

)
1

2A

[
1

3
2A3

]
⟨V ⟩x =

1

6
kA2 =

1

6
mω2

0A
2

۱۲۶ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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هماهنگ نوسانگرهای
پتانسیل و جنبش انرژی مکانی متوسط انرژی: ملاحظات

اگر
x = A cos(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0 sin(ω0t+ ϕ)

اینصورت در
⟨K⟩x =

1

3
mω2

0A
2

⟨V ⟩x =
1

6
kA2 =

1

6
mω2

0A
2

⟨E⟩x = ⟨K⟩x + ⟨V ⟩x =
1

2
mω2

0A
2

برابرند، هم با هماهنگ نوسانگرهای در انرژی مکانی و زمانی متوسط بطورکلی

⟨E⟩t = ⟨E⟩x

هماهنگ نوسانگر

۱۲۶ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

m

x0 = 0 (مبدا)

k, l

×
k

x

Fفنر

Fمیرا

Fفنر = −kx, Fمیرا = −bẋ

۱۲۶ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

Fفنر = −kx, Fمیرا = −bẋ

m
d2x

dt2
= Fفنر + Fمیرا

میرا نوسانگر دیفرانسیل معادله : mẍ = −kx− bẋ

ثابت ضرایب با دوم مرتبه دیفرانسیل معادله : mẍ+ bẋ+ kx = 0

می کنیم، تقسیم m بر را دیفرانسیل معادله سادگی برای

ẍ+
b

m
ẋ+

k

m
x = 0

بنابراین کنیم، تعریف ω2
0 = k/m و 2γ = b/m اگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

۱۲۶ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

پیشنهادی جواب
x = Aert

می شود گرفته مشتق زمان به نسبت بار دو پیشنهادی جواب از

ẋ = Arert, ẍ = Ar2ert

داریم، میرا دیفرانسیل معادله داخل در مربوطه مشتقات و پیشنهادی جواب جایگذاری با

Ar2ert + 2γArert + ω2
0Ae

rt = 0

Aert(r2 + 2γr + ω2
0) = 0

بنابراین نمی شود، صفر برابر ert مقدار چون

r2 + 2γr + ω2
0 = 0 : مشخصه معادله

۱۲۶ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

پیشنهادی جواب
x = Aert

مشخصه معادله جوابهای
r2 + 2γr + ω2

0 = 0

λ1 = −γ +
√
γ2 − ω2

0

λ2 = −γ −
√
γ2 − ω2

0

میرا معادله جوابهای بنابراین
x = A1e

λ1t +A2e
λ2t

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

۱۲۶ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

λ1 = −γ +
√
γ2 − ω2

0

λ2 = −γ −
√
γ2 − ω2

0

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

میرا نوسانگر مختلف حالتهای بررسی
ω2
0 < γ2 میرا تند ◀

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

یا
x = Ae−γt cosh(

√
γ2 − ω2

0t+ ϕ)

شرایط اعمال از بعد آورد. بدست اولیه شرایط با می توان را جواب دو هر در ثوابت
داشت. خواهند یکسانی شکل معادله دو هر اولیه

۱۲۶ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

λ1 = −γ +
√
γ2 − ω2

0

λ2 = −γ −
√
γ2 − ω2

0

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

میرا نوسانگر مختلف حالتهای بررسی
ω2
0 = γ2 بحرانی میرای ◀

x = e−γt(A1 +A2t)

آورد. بدست اولیه شرایط با می توان را ثوابت

۱۲۶ / ۴۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

xتندمیرا = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

xبحرانی میرای = e−γt(A1 +A2t)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ =
√
2ω0 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۴:

آورید. بدست v(t = 0) = 0
می باشد تندمیرا نوسانگر یک بررسی تحت نوسانگر ،γ > ω0 چون

x = e−
√
2ω0t(A1e

ω0t +A2e
−ω0t)

x(t = 0) = x0 = A1 +A2

v(t = 0) = 0 = −
√
2ω0(A1 +A2) + ω0(A1 −A2) ⇒ A1 −A2 =

√
2x0

۱۲۶ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

xتندمیرا = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

xبحرانی میرای = e−γt(A1 +A2t)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ =
√
2ω0 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۴:

آورید. بدست v(t = 0) = 0
می باشد تندمیرا نوسانگر یک بررسی تحت نوسانگر ،γ > ω0 چون

x = e−
√
2ω0t(A1e

ω0t +A2e
−ω0t)

{
A1 +A2 = x0

A1 −A2 =
√
2x0

⇒

{
A1 = x0(1 +

√
2)/2

A2 = x0(1−
√
2)/2

x = x0e
−
√
2ω0t(cosh(ω0t) +

√
2 sinh(ω0t))

۱۲۶ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

xتندمیرا = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

xبحرانی میرای = e−γt(A1 +A2t)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ = ω0 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۵:
آورید. بدست v(t = 0) = 0

می باشد بحرانی میرای نوسانگر یک بررسی تحت نوسانگر ،γ = ω0 چون

x = e−ω0t(A1 +A2t){
x(t = 0) = x0 = A1

v(t = 0) = 0 = −ω0A1 +A2

⇒ A1 = x0, A2 = x0ω0

x = x0e
−ω0t(1 + ω0t)

۱۲۶ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

0
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γ =
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2ω0

γ = ω0
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

λ1 = −γ +
√
γ2 − ω2

0

λ2 = −γ −
√
γ2 − ω2

0

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

میرا نوسانگر مختلف حالتهای بررسی
ω2
0 > γ2 میرا کند ◀

x = e−γt(A1e
i
√

ω2
0−γ2t +A2e

−i
√

ω2
0−γ2t)

بنابراین می نامند. ωd میرا فرکانس را
√
ω2
0 − γ2 که

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

یا
x = Ae−γt cos(ωdt+ ϕ)

۱۲۶ / ۵۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

λ1 = −γ +
√
γ2 − ω2

0

λ2 = −γ −
√
γ2 − ω2

0

x = e−γt(A1e
+
√

γ2−ω2
0t +A2e

−
√

γ2−ω2
0t)

میرا نوسانگر مختلف حالتهای بررسی
ω2
0 > γ2 میرا کند ◀

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

یا

x = Ae−γt cos(ωdt+ϕ) یا x = e−γt[B1 cos(ωdt)+B2 sin(ωdt)]

هر اولیه شرایط اعمال از بعد می شوند. آورده بدست اولیه شرایط با جوابها در ثوابت
داشت. خواهند یکسانی شکل معادله سه

۱۲۶ / ۵۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ = ω0/4 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۶:
آورید. بدست v(t = 0) = 0

کندمیرا نوسانگر فرکانس : ωd =
√
15ω0/4

x = e−ω0t/4(A1e
i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

x(t = 0) = x0 = A1 +A2

v =− (ω0/4)e
−ω0t/4(A1e

i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

+ (
√
15ω0/4)e

−ω0t/4(iA1e
i
√
15ω0t/4 − iA2e

−i
√
15ω0t/4)

v(t = 0) = 0 = −(ω0/4)(A1 +A2) + i(
√
15ω0/4)(A1 −A2)

۱۲۶ / ۵۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ = ω0/4 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۶:
آورید. بدست v(t = 0) = 0

کندمیرا نوسانگر فرکانس : ωd =
√
15ω0/4

x = e−ω0t/4(A1e
i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4){

A1 +A2 = x0

A1 −A2 = x0/(i
√
15)

⇒

{
A1 = (x0/2)[1 + 1/(i

√
15)]

A2 = (x0/2)[1− 1/(i
√
15)]

x = x0e
−ω0t/4

[
cos(

√
15ω0t/4) +

1√
15

sin(
√
15ω0t/4)

]

۱۲۶ / ۵۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

و x(t = 0) = x0 اولیه شرایط برای را γ = ω0/4 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۶:
آورید. بدست v(t = 0) = 0

کندمیرا نوسانگر فرکانس : ωd =
√
15ω0/4

x = e−ω0t/4(A1e
i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

x = x0e
−ω0t/4

[
cos(

√
15ω0t/4) +

1√
15

sin(
√
15ω0t/4)

]

v =− x0ω0

4
e−ω0t/4

[
cos(

√
15ω0t/4) +

1√
15

sin(
√
15ω0t/4)

]
−

√
15x0ω0

4
e−ω0t/4

[
sin(

√
15ω0t/4)−

1√
15

cos(
√
15ω0t/4)

]
۱۲۶ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر
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میرا هماهنگ نوسانگر
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γ = ω0/4
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میرا هماهنگ نوسانگر
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

و x(t = 0) = 0 اولیه شرایط برای را γ = ω0/4 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۷:
آورید. بدست v(t = 0) = v0

کندمیرا نوسانگر فرکانس : ωd =
√
15ω0/4

x = e−ω0t/4(A1e
i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

x(t = 0) = 0 = A1 +A2

v =− (ω0/4)e
−ω0t/4(A1e

i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

+ (
√
15ω0/4)e

−ω0t/4(iA1e
i
√
15ω0t/4 − iA2e

−i
√
15ω0t/4)

v(t = 0) = v0 = −(ω0/4)(A1 +A2) + i(
√
15ω0/4)(A1 −A2)

۱۲۶ / ۶۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = e−γt(A1e
iωdt +A2e

−iωdt)

و x(t = 0) = 0 اولیه شرایط برای را γ = ω0/4 میرای نوسانگر حرکت معادله مثال− ۷:
آورید. بدست v(t = 0) = v0

x = e−ω0t/4(A1e
i
√
15ω0t/4 +A2e

−i
√
15ω0t/4)

{
A1 +A2 = 0

A1 −A2 = −i(4/
√
15)(v0/ω0)

⇒

{
A1 = −i(2/

√
15)(v0/ω0)

A2 = +i(2/
√
15)(v0/ω0)

x =

(
4v0√
15ω0

)
e−ω0t/4 sin(

√
15ω0t/4)

v = v0e
−ω0t/4

[
− 1√

15
sin(

√
15ω0t/4) + cos(

√
15ω0t/4)

]
۱۲۶ / ۶۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

میرا هماهنگ نوسانگر
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میرا هماهنگ نوسانگر

−1

−0.5

0

0.5

1

0 5 10 15 20 25 30

(4/
√

15)e−ω0t/4

−(4/
√

15)e−ω0t/4

x
/
(v

0
/
ω
0
)

ω0t

γ = ω0/4
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میرا هماهنگ نوسانگر
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میرا هماهنگ نوسانگر
انرژی ملاحظات

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2

شود، گرفته مشتق زمان به نسبت طرفین از

dE

dt
= mẋẍ+ kxẋ = ẋ(mẍ+ kx) ۱

میرا هماهنگ نوسانگر یک در
mẍ+ bẋ+ kx = 0

نوشت می توان که
mẍ+ kx = −bẋ ۲

داریم ۲ و ۱ از
dE

dt
= ẋ(−bẋ) ⇒ dE

dt
= −bẋ2
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میرا هماهنگ نوسانگر
انرژی ملاحظات

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = Ae−γt cos(ωdt+ ϕ)

v = −Aγe−γt cos(ωdt+ ϕ)−Aωde
−γt sin(ωdt+ ϕ)

باشد، کوچک خیلی ω0 با مقایسه در γ میرایی ضریب اگر

ωd =
√

ω2
0 − γ2 = ω0

√
1−

(
γ

ω0

)2

= ω0

[
1− 1

2

(
γ

ω0

)2

+ · · ·

]
≃ ω0

v = −Aγe−γt cos(ω0t+ ϕ)−Aω0e
−γt sin(ω0t+ ϕ)

v = −Aω0e
−γt

[
γ

ω0
cos(ω0t+ ϕ) + sin(ω0t+ ϕ)

]
≃ −Aω0e

−γt sin(ω0t+ϕ)
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میرا هماهنگ نوسانگر
انرژی ملاحظات

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = Ae−γt cos(ωdt+ ϕ)

باشد، کوچک خیلی ω0 با مقایسه در γ میرایی ضریب اگر

v ≃ −Aω0e
−γt sin(ω0t+ ϕ)

E =
1

2
mv2 +

1

2
kx2

E =
1

2
mA2ω2

0e
−2γt sin2(ω0t+ ϕ) +

1

2
kA2e−2γt cos2(ωdt+ ϕ)

ω2
0 =

k

m

E =
1

2
kA2e−2γt

[
sin2(ω0t+ ϕ) + cos2(ωdt+ ϕ)

]
=

1

2
kA2e−2γt

۱۲۶ / ۶۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر
انرژی ملاحظات

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0

x = Ae−γt cos(ωdt+ ϕ)

باشد، کوچک خیلی ω0 با مقایسه در γ میرایی ضریب اگر

v ≃ −Aω0e
−γt sin(ω0t+ ϕ)

E =
1

2
kA2e−2γt, E0 =

1

2
kA2

E(t) = E0e
−2γt

آورد، بدست انرژی میرایی برای زمانی مقیاس یک توان می اینجا در

τ =
1

2γ
, 2γ =

b

m
⇒ τ =

m

b

۱۲۶ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته هماهنگ نوسانگر
بصورت واداشته هماهنگ نوسانگر دیفرانسیل معادله

mẍ = −kx+ F0 cos(ωt)

کنیم، تقسیم m بر را طرفین اگر است. واداشته نوسانات فرکانس ω که می شود داده

ẍ+
k

m
x =

F0

m
cos(ωt)

ω0 =
√
k/m که

ẍ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

۱۲۶ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته هماهنگ نوسانگر
واداشته هماهنگ نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

همگن، قسمت جواب
ẍهمگن + ω2

0xهمگن = 0

xهمگن = A cos(ω0t+ ϕ)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

می دهیم، قرار حرکت دیفرانسیل معادله داخل را پیشنهادی جواب از ،B2 و B1 کردن پیدا برای

ẍناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
cos(ωt)

(ω2
0 − ω2)B1 cos(ωt) + (ω2

0 − ω2)B2 sin(ωt) =
F0

m
cos(ωt)

۱۲۶ / ۷۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته هماهنگ نوسانگر
واداشته هماهنگ نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

همگن، قسمت جواب
xهمگن = A cos(ω0t+ ϕ)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

می دهیم، قرار حرکت دیفرانسیل معادله داخل را پیشنهادی جواب ،B2 و B1 کردن پیدا برای

(ω2
0 − ω2)B1 cos(ωt) + (ω2

0 − ω2)B2 sin(ωt) =
F0

m
cos(ωt)

{
B1 =

F0

m(ω2
0−ω2)

B2 = 0
⇒ xناهمگن =

F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt
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واداشته هماهنگ نوسانگر
واداشته هماهنگ نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

همگن، قسمت جواب
xهمگن = A cos(ω0t+ ϕ)

ناهمگن، قسمت جواب

xناهمگن =
F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt

نهایی جواب

x = xهمگن + xناهمگن = A cos(ω0t+ ϕ) +
F0

m(ω2
0 − ω2)

cosωt

می شود. مشخص اولیه شرایط به توجه با A و ϕ که
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واداشته هماهنگ نوسانگر
بصورت واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

mẍ+ bẋ+ kx = F0 cos(ωt)

کنیم، تقسیم m بر را طرفین اگر است. واداشته نوسانات فرکانس ω که می شود داده

ẍ+
b

m
ẋ+

k

m
x =

F0

m
cos(ωt)

2γ = b/m و ω0 =
√
k/m که

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

همگن، قسمت جواب
ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2

0xهمگن = 0

ω2
0 < γ2 : xهمگن = e−γt(A1e

αt +A2e
−αt), α =

√
γ2 − ω2

0

ω2
0 = γ2 : xهمگن = (A1 +A2t)e

−γt

ω2
0 > γ2 : xهمگن = e−γt[A1 cos(ωdt) +A2 sin(ωdt)], ωd =

√
ω2
0 − γ2

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

می دهیم، قرار حرکت دیفرانسیل معادله داخل را پیشنهادی جواب ،B2 و B1 کردن پیدا برای

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
cos(ωt)
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

می دهیم، قرار حرکت دیفرانسیل معادله داخل را پیشنهادی جواب ،B2 و B1 کردن پیدا برای

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
cos(ωt)

[(ω2
0−ω2)B1+(2γω)B2] cosωt+[−(2γω)B1+(ω2

0−ω2)B2] sinωt =
F0

m
cosωt{

(ω2
0 − ω2)B1 + (2γω)B2 = F0/m

−(2γω)B1 + (ω2
0 − ω2)B2 = 0

۱۲۶ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

{
(ω2

0 − ω2)B1 + (2γω)B2 = F0/m

−(2γω)B1 + (ω2
0 − ω2)B2 = 0

B1 =
ω2
0 − ω2

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

F0/m

B2 =
2γω

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

F0/m
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

{
(ω2

0 − ω2)B1 + (2γω)B2 = F0/m

−(2γω)B1 + (ω2
0 − ω2)B2 = 0

B1 =
ω2
0 − ω2√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

F0/m√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2

B2 =
2γω√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

F0/m√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

{
(ω2

0 − ω2)B1 + (2γω)B2 = F0/m

−(2γω)B1 + (ω2
0 − ω2)B2 = 0

xناهمگن =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

[
ω2
0 − ω2√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

cosωt

+
2γω√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

sinωt

]
۱۲۶ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

ω2
0 − ω2√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

= cosϕ

2γω√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2
= sinϕ

xناهمگن =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

[cosωt cosϕ+ sinωt sinϕ]

۱۲۶ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت جواب

xناهمگن =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

[cosωt cosϕ+ sinωt sinϕ]

xناهمگن =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

cos(ωt− ϕ)

tanϕ =
2γω

ω2
0 − ω2

⇒ ϕ = tan−1

(
2γω

ω2
0 − ω2

)

۱۲۶ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت جواب

xناهمگن = A cos(ωt− ϕ)

دامنه

A = A(ω) =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

فاز زاویه

tanϕ =
2γω

ω2
0 − ω2

⇒ ϕ = ϕ(ω) = tan−1

(
2γω

ω2
0 − ω2

)
۱۲۶ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
cos(ωt)

ناهمگن، قسمت و همگن قسمت جواب
ω2
0 < γ2 ◀

x = e−γt(A1e
αt +A2e

−αt) +A cos(ωt− ϕ)

ω2
0 = γ2 ◀

x = (A1 +A2t)e
−γt +A cos(ωt− ϕ)

ω2
0 > γ2 ◀

x = e−γt[A1 cos(ωdt) +A2 sin(ωdt)] +A cos(ωt− ϕ)

می آید. بدست اولیه شرایط اعمال با حالتها همه ی در A2 و A1 مقادیر
۱۲۶ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر حرکت معادله ی ناهمگن قسمت جواب در فاز زاویه بررسی

ϕ = tan−1

(
2γω

ω2
0 − ω2

)
می کنیم، تقسیم و ضرب 1/ω2

0 بر را مخرج و صورت

ϕ = tan−1

(
2(γ/ω0)(ω/ω0)

1− (ω/ω0)2

)

۱۲۶ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

0

0.5

1

1.5
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3

0 0.5 1 1.5 2
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π/2

φ

ω/ω0

γ/ω0 = 1

γ/ω0 = 1/2
γ/ω0 = 1/4
γ/ω0 = 1/8
γ/ω0 = 1/16

γ/ω0 → 0

۱۲۶ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر حرکت معادله ی ناهمگن قسمت جواب در دامنه تشدید بررسی

A =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

می کنیم، تقسیم و ضرب 1/ω2
0 بر را مخرج و صورت

A =
F0/(mω2

0)√
[1− (ω/ω0)2]

2 + [2(γ/ω0)(ω/ω0)]
2

A/(F0/(mω2
0)) =

1√
[1− (ω/ω0)2]

2 + [2(γ/ω0)(ω/ω0)]
2

۱۲۶ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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میرا هماهنگ نوسانگر

0

2

4

6

8

10

0 0.5 1 1.5 2

A
/
(F

0
/
(m

ω
2 0
))

ω/ω0

γ/ω0 = 1
γ/ω0 = 1/2
γ/ω0 = 1/4
γ/ω0 = 1/8

γ/ω0 = 1/16
γ/ω0 → 0

۱۲۶ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
واداشته میرای نوسانگر حرکت معادله ی ناهمگن قسمت جواب در دامنه تشدید بررسی

A =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

dA

dω
= 0

F0/m

[
2(ω2

0 − ω2)(−2ω) + 2(2γω)(2γ)

2[(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2]3/2

]
= 0

−4ω(ω2
0 − ω2) + 8γ2ω = 0, ω ̸= 0

ω =
√

ω2
0 − 2γ2 = ωr : تشدید فرکانس

√
ω2
0 − 2γ2 <

√
ω2
0 − γ2 < ω0 ⇒ ωr < ωd < ω0

۱۲۶ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر

0
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0 0.5 1 1.5 2 2.5

A
/
(F

0
/
(m

ω
2 0
))

ω/ω0

γ/ω0 = 1/4

ωd/ω0 =
√

1− (γ/ω0)2

ωr/ω0 =
√

1− 2(γ/ω0)2

۱۲۶ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

انرژي می شود، مشاهده تجربی بطور آنچه طبیعت، در فیزیکی وضعیتهای بیشتر در ◀

می باشد. تشدید فرکانس نزدیکی در سیستم
است. تشدید نزدیکی در دامنه مجذور با متناسب کل انرژی ◀

جواب دارد، ثابت دامنه زمان گذر با که حرکت پایا قسمت واداشته میرا نوسانگر در ◀

است. حرکت معادله ناهمگن قسمت

xناهمگن = A cos(ωt− ϕ) =
F0/m√

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
cos(ωt− ϕ)

کل انرژی ◀

E = K + V =
1

2
mẋ2ناهمگن +

1

2
kx2ناهمگن

E =
1

2
mA2ω2 sin2(ωt− ϕ) +

1

2
kA2 cos2(ωt− ϕ)

۱۲۶ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

E = K + V =
1

2
mA2ω2 sin2(ωt− ϕ) +

1

2
kA2 cos2(ωt− ϕ)

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t = ⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

2

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t =
1

T

∫ T

0
sin2(ωt− ϕ)dt که ω = 2π/T

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t =
1

T

∫ T

0

[
1− cos 2(ωt− ϕ)

2

]
dt

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t =
1

2T

[
t− sin 2(ωt− ϕ)

2ω

]T
0

=
1

2

۱۲۶ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

E = K + V =
1

2
mA2ω2 sin2(ωt− ϕ) +

1

2
kA2 cos2(ωt− ϕ)

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t = ⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

2

⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

T

∫ T

0
cos2(ωt− ϕ)dt که ω = 2π/T

⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

T

∫ T

0

[
1 + cos 2(ωt− ϕ)

2

]
dt

⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

2T

[
t+

sin 2(ωt− ϕ)

2ω

]T
0

=
1

2

۱۲۶ / ۹۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

E =
1

2
mA2ω2 sin2(ωt− ϕ) +

1

2
kA2 cos2(ωt− ϕ)

⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t = ⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t =
1

2

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
1

2
mA2ω2⟨sin2(ωt− ϕ)⟩t +

1

2
kA2⟨cos2(ωt− ϕ)⟩t

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
1

4
mω2A2 +

1

4
kA2

هماهنگ نوسانگر : ω0 =

√
k

m

⟨E⟩t =
1

4
mω2A2+

1

4
mω2

0A
2 =

1

4
m(ω2+ω2

0)A
2 =

F 2
0

4m

(ω2 + ω2
0)

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2

۱۲۶ / ۹۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

⟨K⟩t =
F 2
0

4m

ω2

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
= ⟨K(ω)⟩

⟨V ⟩t =
F 2
0

4m

ω2
0

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
= ⟨V (ω)⟩

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
F 2
0

4m

(ω2 + ω2
0)

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
= ⟨E(ω)⟩

می آید، بدست زیر رابطه ی از جنبشی انرژی متوسط بیشینه فرکانس

d⟨K(ω)⟩
dω

= 0 ⇒ ωK = ω0

می آید، بدست زیر رابطه ی از پتانسیل انرژی متوسط بیشینه فرکانس

d⟨V (ω)⟩
dω

= 0 ⇒ ωV =
√

ω2
0 − 2γ2 = ωr

۱۲۶ / ۹۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
F 2
0

4m

(ω2 + ω2
0)

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
= ⟨E(ω)⟩

جنبشی، انرژی متوسط بیشینه فرکانس

ωK = ω0

پتانسیل، انرژی متوسط بیشینه فرکانس

ωV =
√
ω2
0 − 2γ2 = ωr

γ ≪ ω0 ضعیف میرایی های برای

ωV ≃ ωK = ω0 ⇒


ω2 + ω2

0 = 2ω2
0

ω2 − ω2
0 = (ω + ω0)(ω − ω0) = 2ω0(ω − ω0)

2γω = 2γω0

۱۲۶ / ۹۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید

⟨E⟩t = ⟨K⟩t + ⟨V ⟩t =
F 2
0

4m

(ω2 + ω2
0)

(ω2 − ω2
0)

2 + (2γω)2
= ⟨E(ω)⟩

γ ≪ ω0 ضعیف میرایی های برای

ωV ≃ ωK = ω0 ⇒


ω2 + ω2

0 = 2ω2
0

ω2 − ω2
0 = (ω + ω0)(ω − ω0) = 2ω0(ω − ω0)

2γω = 2γω0

⟨E(ω)⟩ = F 2
0

8m

1

(ω − ω0)2 + γ2

⟨E(ω)⟩/(F 2
0 /8m) =

1

(ω − ω0)2 + γ2
: لورنتس تابع

⟨E(ω)⟩/(F 2
0 /8mω2

0) =
1

[(ω/ω0)− 1]2 + (γ/ω0)2

۱۲۶ / ۹۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژي تشدید نمودار
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γ/ω0 = 1/4
γ/ω0 = 1/8

γ/ω0 = 1/16
γ/ω0 → 0

۱۲۶ / ۹۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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واداشته میرای نوسانگر
انرژی اتلاف آهنگ

mẍ+ bẋ+ kx = F0 cosωt

می کنیم، ضرب ẋ در را طرفین

mẋẍ+ bẋ2 + kẋx = F0ẋ cosωt

d

dt

(
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2
)
+ bẋ2 = F0ẋ cosωt

d

dt
E + bẋ2 = F0ẋ cosωt

d

dt
E = −bẋ2 + F0ẋ cosωt

انرژی اتلاف آهنگ = می شود تلف انرژی آن با که بخشی + می شود تامین انرژی آن با که بخشی

۱۲۶ / ۹۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
با قائمی فنر به بزرگ جعبه دارد. قرار M جرم به جعبه ای یک داخل در m کوچک جرم مسئله− ۱
می شود، رها و می شود جابجا y0 اندازه به تعادلش حالت از جعبه وقتی است. شده بسته k فنر ثابت
آورید. بدست زمان از تابعی بصورت را M و m بین واکنش دهد. می انجام ساده هماهنگ حرکت

m کوچک جرم برای نیوتن دوم قانون

mÿ = N −mg

M جرم به جعبه ی برای نیوتن دوم قانون

Mÿ = N −Mg − ky

۱۲۶ / ۹۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۱

m کوچک جرم برای نیوتن دوم قانون

mÿ = N −mg

M جرم به جعبه ی برای نیوتن دوم قانون

Mÿ = N −Mg − ky

حرکت دیفرانسیل معادله
ÿ + ω2

0y = −g

ω0 =
√
k/(M +m) که

۱۲۶ / ۹۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۱

حرکت دیفرانسیل معادله

ÿ + ω2y = −g, ω0 =
√
k/(M +m)

ناهمگن و همگن قسمت جواب

y = A cosω0t+B sinω0t−
g

ω2
0

می آیند. بدست مسئله اولیه شرایط به توجه با B و A ثوابت
۱۲۶ / ۱۰۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۱

y = A cosω0t+B sinω0t−
g

ω2
0 اولیه شرایط اعمال

y(t = 0) = −y0 ⇒ A− g

ω2
0

= −y0 ⇒ A =
g

ω2
0

− y0

v(t = 0) = 0 ⇒ B = 0
بنابراین

y =

(
g

ω2
0

− y0

)
cosω0t−

g

ω2
0

۱۲۶ / ۱۰۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۱

y =

(
g

ω2
0

− y0

)
cosω0t−

g

ω2
0

داریم mÿ = N −mg معادله از استفاده با

N = mÿ +mg ⇒ N = m(−g + ω2
0y0) cosω0t+mg

۱۲۶ / ۱۰۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
شده بسته m جرم به آن دیگر انتهای و است شده تثبیت k فنر ثابت با فنری انتهای یک مسئله− ۲
جرم مکان که دهید نشان می گیرد. قرار F افقی ثابت نیروی تاثیر تحت t0 زمان مدت برای است.

می شود، داده زیر رابطه با نیرو قطع از پس m

x = x0 +
F

k

(
cos

√
k

m
(t− t0)− cos

√
k

m
t

)
·

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≤ t0 بازای  

mẍ+ kx = F ⇒ ẍ+
k

m
x =

F

m
⇒ ẍ+ ω2

0x =
F

m
, ω2

0 =
k

m

برابر بالا معادله ناهمگن و همگن قسمت جواب که

x = A cosω0t+B sinω0t+
F

mω2
0

داریم v(t = 0) = 0 و x(t = 0) = 0 کنیم فرض اگر

x(t = 0) = 0 = A+
F

mω2
0

⇒ A = − F

mω2
0

, v(t = 0) = 0 = ω0B ⇒ B = 0

۱۲۶ / ۱۰۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۲

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≤ t0 بازای  

mẍ+ kx = F ⇒ ẍ+
k

m
x =

F

m
⇒ ẍ+ ω2

0x =
F

m
, ω2

0 =
k

m

برابر بالا معادله ناهمگن و همگن قسمت جواب که

x = A cosω0t+B sinω0t+
F

mω2
0

داریم v(t = 0) = 0 و x(t = 0) = 0 کنیم فرض اگر

x(t = 0) = 0 = A+
F

mω2
0

⇒ A = − F

mω2
0

, v(t = 0) = 0 = ω0B ⇒ B = 0

بنابراین

x = − F

mω2
0

cosω0t+
F

mω2
0

۱۲۶ / ۱۰۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t > t0 بازای   مسئله− ۲

mẍ+ kx = 0 ⇒ ẍ+
k

m
x = 0 ⇒ ẍ+ ω2

0x = 0

برابر بالا دیفرانسیل معادله جواب که

x = A′ cosω0(t− t0) +B′ sinω0(t− t0)

v(t = t0) = و x(t = t0) = − F
mω2

0
cosω0t0 + F

mω2
0

داریم مسئله قبل قسمت از
پس ، F

mω0
sinω0t0

A′ = − F

mω2
0

cosω0t0 +
F

mω2
0

B′ =
F

mω2
0

sinω0t0

بنابراین

x =
F

mω2
0

(cosω0(t− t0)− cosω0t) =
F

k

(
cos

√
k

m
(t− t0)− cos

√
k

m
t

)
۱۲۶ / ۱۰۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
v0 اولیه سرعت با t = 0 لحظه ی در ω0 طبیعی فرکانس و m جرم به نامیرائی نوسانگر مسئله− ۳
نیروی بعد به لحظه این از می کند. نوسان آزادی به t = 3π

2ω0
تا و می کند حرکت به شروع مبدا از

کنید. پیدا را حرکت معادله می شود. اعمال F = F0 cos(ωt+ θ)

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≤ 3π/(2ω0) بازای  

mẍ+ kx = 0 ⇒ ẍ+
k

m
x = 0 ⇒ ẍ+ ω2

0x = 0

برابر بالا دیفرانسیل معادله جواب که

x = A cosω0t+B sinω0t

داریم اولیه شرایط اعمال با

x =
v0
ω0

sinω0t

۱۲۶ / ۱۰۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۳

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≥ 3π/(2ω0) بازای  

mẍ+ kx = F0 cos(ωt+ θ)

ẍ+
k

m
x =

F0

m
cos(ωt+ θ) ⇒ ẍ+ ω2

0x =
F0

m
cos(ωt+ θ)

برابر بالا دیفرانسیل معادله ناهمگن و همگن قسمت جواب که

x = A′ cosω0(t−
3π

2ω0
) +B′ sinω0(t−

3π

2ω0
) +

F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ θ)

x = A′ cos(ω0t−
3π

2
) +B′ sin(ω0t−

3π

2
) +

F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ θ)

x = −A′ sinω0t+B′ cosω0t+
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ θ)

۱۲۶ / ۱۰۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۳

t ≥ 3π/(2ω0) بازای  

x = −A′ sinω0t+B′ cosω0t+
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ θ)

پس ،v(t = 3π
2ω0

) = 0 و x(t = 3π
2ω0

) = − v0
ω0

داریم مسئله قبل قسمت از

A′ = − v0
ω0

− F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(
2πω

3ω0
+ θ)

B′ =
F0ω

m(ω2
0 − ω2)ω0

sin(
2πω

3ω0
+ θ)

بنابراین

x =

(
v0
ω0

+
F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(
2πω

3ω0
+ θ)

)
sinω0t

+

(
F0ω

m(ω2
0 − ω2)ω0

sin(
2πω

3ω0
+ θ)

)
cosω0t+

F0

m(ω2
0 − ω2)

cos(ωt+ θ)

۱۲۶ / ۱۰۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
جرم است. ساکن t = 0 لحظه در که می شود وارد نوسانگر بر F0(1 − e−at) نیروی مسئله− ۴
به توجه با کنید. پیدا را حرکت معادله است. b = ma و k = 4ma2 فنر ثابت و m نوسانگرد

برابر حرکت دیفرانسیل معادله نیوتن دوم قانون

mẍ+maẋ+ 4ma2x = F0(1− e−at) ⇒ ẍ+ aẋ+ 4a2x =
F0

m
(1− e−at)

γ = a/2, ω0 = 2a

همگن قسمت جواب

mẍهمگن +maẋهمگن + 4ma2xهمگن = 0

xهمگن = e−at/2
(
A1e

λ1t +A2e
λ2t
)
, λ1,2 = ±i

√
15

2
a

xهمگن = e−at/2
(
A1e

i
√
15at/2 +A2e

−i
√
15at/2

)
۱۲۶ / ۱۰۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۴

x
(1)

ناهمگن = A, ẋ
(1)

ناهمگن = ẍ
(1)

ناهمگن = 0

ẍ
(1)

ناهمگن + aẋ
(1)

ناهمگن + 4a2x
(1)

ناهمگن =
F0

m

x
(1)

ناهمگن =
F0

4ma2

x
(2)

ناهمگن = Be−at, ẋ
(2)

ناهمگن = −Bae−at, ẍ
(2)

ناهمگن = Ba2e−at

ẍ
(2)

ناهمگن + aẋ
(2)

ناهمگن + 4a2x
(2)

ناهمگن = −F0

m
e−at

4a2Be−at = −F0

m
e−at ⇒ B = − F0

4ma2

x
(2)

ناهمگن = − F0

4ma2
e−at

۱۲۶ / ۱۱۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۴

xناهمگن = x
(1)

ناهمگن + x
(2)

ناهمگن

xناهمگن =
F0

4ma2
(1− e−at)

برابر ناهمگن و همگن قسمت جواب

x = e−at/2
(
A1e

i
√
15at/2 +A2e

−i
√
15at/2

)
+

F0

4ma2
(1− e−at)

یا

x = e−at/2

(
A cos

√
15at

2
+B sin

√
15at

2

)
+

F0

4ma2
(
1− e−at

)
داریم اولیه شرایط اعمال با

x = − F0

4ma2
e−at/2

(
cos

√
15at

2
+

3√
15

sin

√
15a

2

)
+

F0

4ma2
(
1− e−at

)
۱۲۶ / ۱۱۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
میرا هماهنگ نیروی یک تاثیر تحت m ذره وقتی میرا نوسانگر یک x(t) حرکت معادله مسئله− ۵

آورید. بدست را دارد قرار F0e
−αt cosωt

mẍ+ bẋ+ kx = F0e
−αt cosωt ⇒ ẍ+ 2γẋ+ ω2

0x =
F0

m
e−αt cosωt

است. 2γ = b/m و ω2
0 = k/m که

همگن قسمت جواب
ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2

0xهمگن = 0

γ > ω0 برای <
xهمگن(t) = e−γt(A1e

βt +A2e
−βt)

β =
√
γ2 − ω2

0 که

γ = ω0 برای <
xهمگن(t) = e−γt(A1 +A2t)

۱۲۶ / ۱۱۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

همگن قسمت جواب
ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2

0xهمگن = 0

γ < ω0 برای <

xهمگن(t) = e−γt(A1 cosωdt+A2 sinωdt)

ωd =
√

ω2
0 − γ2 که

۱۲۶ / ۱۱۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
e−αt cosωt

پیشنهادی جواب
xناهمگن = e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

ẋناهمگن =− αe−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

+ ωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

ẍناهمگن = (α2 − ω2)e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

− 2αωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

۱۲۶ / ۱۱۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب

xناهمگن = e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

ẋناهمگن =− αe−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

+ ωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

ẍناهمگن = (α2 − ω2)e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

− 2αωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

(α2 − ω2)e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)− 2αωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

− 2γαe−αt(B1 cosωt+B2 sinωt) + 2γωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

+ ω2
0e

−αt(B1 cosωt+B2 sinωt) = (F0/m)e−αt cosωt

۱۲۶ / ۱۱۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب

xناهمگن = e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

(α2 − ω2)e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)− 2αωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

− 2γαe−αt(B1 cosωt+B2 sinωt) + 2γωe−αt(−B1 sinωt+B2 cosωt)

+ ω2
0e

−αt(B1 cosωt+B2 sinωt) = (F0/m)e−αt cosωt

(α2 − ω2)(B1 cosωt+B2 sinωt)− 2αω(−B1 sinωt+B2 cosωt)

− 2γα(B1 cosωt+B2 sinωt) + 2γω(−B1 sinωt+B2 cosωt)

+ ω2
0(B1 cosωt+B2 sinωt) = (F0/m) cosωt+ 0 sinωt{

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)B1 − 2ω(α− γ)B2 = F0/m

2ω(α− γ)B1 + (α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)B2 = 0

۱۲۶ / ۱۱۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب

xناهمگن = e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt){
(α2 − ω2 + ω2

0 − 2γα)B1 − 2ω(α− γ)B2 = F0/m

2ω(α− γ)B1 + (α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)B2 = 0

B1 =
(F0/m)(α2 − ω2 + ω2

0 − 2γα)

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

B2 =
−(F0/m)2γ(α− γ)

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

xناهمگن = Be−αt cos(ωt+ ϕ)

۱۲۶ / ۱۱۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب

xناهمگن = e−αt(B1 cosωt+B2 sinωt)

B1 =
(F0/m)(α2 − ω2 + ω2

0 − 2γα)

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

B2 =
−(F0/m)2γ(α− γ)

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

xناهمگن = Be−αt cos(ωt+ ϕ)

B =
(F0/m)√

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

, tanϕ =
2γ(α− γ)

α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα

۱۲۶ / ۱۱۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب
xناهمگن = Be−αt cos(ωt+ ϕ)

B =
(F0/m)√

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

ϕ = tan−1

(
2γ(α− γ)

α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα

)
نهایی جواب

γ > ω0 برای <

x(t) = e−γt(A1e
βt +A2e

−βt) +Be−αt cos(ωt+ ϕ)

β =
√
γ2 − ω2

0 که

γ = ω0 برای <

x(t) = e−γt(A1 +A2t) +Be−αt cos(ωt+ ϕ)

۱۲۶ / ۱۱۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۵

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
e−αt cosωt

ناهمگن قسمت جواب
xناهمگن = Be−αt cos(ωt+ ϕ)

B =
(F0/m)√

(α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα)2 + 4γ2(α− γ)2

ϕ = tan−1

(
2γ(α− γ)

α2 − ω2 + ω2
0 − 2γα

)
نهایی جواب

γ < ω0 برای <

xهمگن(t) = e−γt(A1 cosωdt+A2 sinωdt) +Be−αt cos(ωt+ ϕ)

ωd =
√
ω2
0 − γ2 که

۱۲۶ / ۱۲۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نوسانگرها
v0 اولیه سرعت با مبدا از m ذره وقتی بحرانی میرا نوسانگر یک x(t) حرکت معادله مسئله− ۶

آورید. بدست را می کند حرکت به شروع F0 sinωt واداشته نیروی یک تاثیر تحت

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

γ = ω0 بحرانی میرای

xهمگن = e−γt(A1 +A2t)

ناهمگن قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

xناهمگن = ω(−B1 sinωt+B2 cosωt)

xناهمگن = −ω2(B1 cosωt+B2 sinωt)

۱۲۶ / ۱۲۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

ناهمگن قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

xناهمگن = ω(−B1 sinωt+B2 cosωt)

xناهمگن = −ω2(B1 cosωt+B2 sinωt)

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
sinωt

(ω2
0−ω2)(B1 cosωt+B2 sinωt)+2γω(−B1 sinωt+B2 cosωt) =

F0

m
sinωt

۱۲۶ / ۱۲۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

ناهمگن قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
sinωt

(ω2
0−ω2)(B1 cosωt+B2 sinωt)+2γω(−B1 sinωt+B2 cosωt) =

F0

m
sinωt{

(ω2
0 − ω2)B1 + 2γωB2 = 0

−2γωB2 + (ω2
0 − ω2)B2 = F0/m

۱۲۶ / ۱۲۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

ناهمگن قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt{
(ω2

0 − ω2)B1 + 2γωB2 = 0

−2γωB2 + (ω2
0 − ω2)B2 = F0/m

B1 =
−(F0/m)(2γω)

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

=
−F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

2γω√
(ω2

0 − ω2)2 + (2γω)2

B2 =
(F0/m)(ω2

0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

=
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

(ω2
0 − ω2)√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

۱۲۶ / ۱۲۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

ناهمگن قسمت پیشنهادی جواب

xناهمگن = B1 cosωt+B2 sinωt

B1 =
−(F0/m)(2γω)

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

, B2 =
(F0/m)(ω2

0 − ω2)

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

xناهمگن = B sin(ωt− ϕ)

B =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

, tanϕ =
2γω

ω2
0 − ω2

۱۲۶ / ۱۲۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

نوسانگرها
مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m
sinωt

اولیه شرایط
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

نهایی جواب
x = e−γt(A1 +A2t) +B sin(ωt− ϕ)

B =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

, tanϕ =
2γω

ω2
0 − ω2

اولیه شرایط اعمال
x(t = 0) = 0, v(t = 0) = v0

و

x = e−γt[B sinϕ+ v0t+B(γ sinϕ− ω cosϕ)t] +B sin(ωt− ϕ)

۱۲۶ / ۱۲۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانگرها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


