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تحلیلی مکانیک
نوسانی چهارم−سیستمهای درسنامه

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۹۰ / ۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

m
k

mẍ+ kx = 0, ω0 =

√
k

m

L C
+q

−q

i

i

L
di

dt
+

1

C
q = 0

i =
dq

dt
= q̇,

di

dt
= q̈

Lq̈ +
1

C
q = 0, ω0 =

1√
LC

۹۰ / ۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

m
k

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2,

dE

dt
= ẋ(mẍ+ kx) = 0 ⇒ E = ثابت

L C
+q

−q

i

i

Lq̈ +
1

C
q = 0, ω0 =

1√
LC

E =
1

2
Lq̇2 +

1

2

q2

C

dE

dt
= q̇(Lq̈ +

1

C
q) = 0 ⇒ E = ثابت

۹۰ / ۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k

(U0 = 0)
y

m
dv

dt
= −ky −mg

mÿ + ky = −mg

V

L C
+q

−q

i
L
di

dt
+

1

C
q = V

i =
dq

dt
= q̇,

di

dt
= q̈

Lq̈ +
1

C
q = V, ω0 =

1√
LC

۹۰ / ۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k

(U0 = 0)
y

E =
1

2
mv2 +

1

2
ky2 +mgy

d

dt
E = mv

dv

dt
+ ky

dy

dt
+mg

dy

dt
= mv

dv

dt
+ ky

dy

dt
+mg

dy

dt

d

dt
E = v

(
m
dv

dt
+ ky +mg

)
= 0 ⇒ E = ثابت

۹۰ / ۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

V

L C
+q

−q

i

E =
1

2
Li2 +

1

2

q2

C
− V q =

1

2
Lq̇2 +

1

2

q2

C
− V q

d

dt
E = Lq̇q̈ +

1

C
qq̇ − V q̇ = Lq̇q̈ +

q

C
q̇ − V q̇

d

dt
E = q̇

(
Lq̈ +

q

C
− V

)
= 0 ⇒ E = ثابت

۹۰ / ۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k1 k2

x1 x2

k

x

F = −k1x1, F = −k2x2

F = −kx

x1 + x2 = x ⇒ − F

k1
− F

k2
= −F

k
⇒ 1

k1
+

1

k2
=

1

k

۹۰ / ۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k1 k2

x1 x2

C1 C1 L

1

k1
+

1

k2
=

1

k

1

C1
+

1

C2
=

1

C

۹۰ / ۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k1

k2

x

k

x

F1 = −k1x, F2 = −k2x

F = −kx

F1 + F2 = F ⇒ −k1x− k2x = −kx ⇒ k1 + k2 = k

۹۰ / ۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

k1

k2

x
C1

C2

L

k1 + k2 = k

C1 + C2 = C

۹۰ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۱:

x = 0

m

x

k1 k2

mẍ = −k1x− k2x

mẍ+ (k1 + k2)x = 0

ω0 =

√
k1 + k2

m

۹۰ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۱:

x = 0

m

x

k1 k2

ω0 =

√
k1 + k2

m

C1 C2L L C2C1

۹۰ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۱:

x = 0

m

x

k1 k2

ω0 =

√
k1 + k2

m

L C2C1

L
di

dt
+

1

C1 + C2
q = 0

i =
dq

dt
= q̇,

di

dt
= q̈

Lq̈ +
1

C1 + C2
q = 0, ω0 =

1√
L(C1 + C2)

۹۰ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

{
m1ẍ1 = −k(x1 − x2)

m2ẍ2 = −k(x2 − x1)

ω1 =

√
k

m1
, ω2 =

√
k

m2{
ẍ1 + ω2

1x1 − ω2
1x2 = 0

ẍ2 + ω2
2x2 − ω2

2x1 = 0

۹۰ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

{
ẍ1 + ω2

1x1 − ω2
1x2 = 0

ẍ2 + ω2
2x2 − ω2

2x1 = 0
, ω1 =

√
k

m1
, ω2 =

√
k

m2

پیشنهادی جواب
x1 = A1e

iωt, x2 = A2e
iωt

{
(−ω2A1 + ω2

1A1 − ω2
1A2)e

iωt = 0

(−ω2A2 + ω2
2A2 − ω2

2A1)e
iωt = 0

⇒

{
−ω2A1 + ω2

1A1 − ω2
1A2 = 0

−ω2A2 + ω2
2A2 − ω2

2A1 = 0

۹۰ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

{
−ω2A1 + ω2

1A1 − ω2
1A2 = 0

−ω2A2 + ω2
2A2 − ω2

2A1 = 0
⇒

{
(ω2

1 − ω2)A1 − ω2
1A2 = 0

−ω2
2A1 + (ω2

2 − ω2)A2 = 0[
ω2
1 − ω2 −ω2

1

−ω2
2 ω2

1 − ω2

] [
A1

A2

]
= 0

باشد، صفر ضرایب ماتریس دترمینان که دارد صفر مخالف جواب وقتی بالا ω2∣∣∣∣معادله
1 − ω2 −ω2

1

−ω2
2 ω2

1 − ω2

∣∣∣∣ = 0 ⇒ (ω2
1 − ω2)(ω2

1 − ω2)− ω2
1ω

2
2 = 0

۹۰ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

{
(ω2

1 − ω2)A1 − ω2
1A2 = 0

−ω2
2A1 + (ω2

2 − ω2)A2 = 0

(ω2
1 − ω2)(ω2

1 − ω2)− ω2
1ω

2
2 = 0 ⇒ ω4 − (ω2

1 + ω2
2)ω

2 = 0

ω = 0, ω =
√
ω2
1 + ω2

2

ω =

√
k

m1
+

k

m2
=

√
k

(
1

m1
+

1

m2

)
=

√
k

µ
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

۹۰ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

ω =

√
k

µ
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

L1 L2C C L2L1

۹۰ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

ω =

√
k

µ
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

C L2L1

−q

+q
i1 i2

L1
di1
dt

+
1

C
(q1 + q2) = 0

L2
di2
dt

+
1

C
(q1 + q2) = 0

i1 = q̇1, i2 = q̇2

۹۰ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

ω =

√
k

µ
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

C L2L1

−q

+q
i1 i2

q̈1 +
1

L1C
(q1 + q2) = 0, ω2

1 =
1

L1C

q̈2 +
1

L2C
(q1 + q2) = 0, ω2

2 =
1

L2C

پیشنهادی جواب

q1 = A1e
iωt, q2 = A2e

iωt

۹۰ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای
آورید. بدست را زیر مکانیکی سیستم معادل مدار مسئله− ۲:

m1

x1

m2

x2

k

ω =

√
k

µ
,

1

µ
=

1

m1
+

1

m2

C L2L1

−q

+q
i1 i2

[
ω2
1 − ω2 −ω2

1

−ω2
2 ω2

1 − ω2

] [
A1

A2

]
= 0

ضرایب ماتریس دترمینان دادن قرار صفر برابر از

(ω2
1 − ω2)(ω2

1 − ω2)− ω2
1ω

2
2 = 0

ω2 = 0, ω2 =
√

ω2
1 + ω2

2 =

√
1

C

(
1

L1
+

1

L2

)
۹۰ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

mk

b

mẍ+ bẋ+ kx = 0

L

R C

i

L
di

dt
+Ri+

1

C
q = 0

i =
dq

dt
= q̇,

di

dt
= q̈

Lq̈ +Rq̇ +
1

C
q = 0

۹۰ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

mk

b

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2,

dE

dt
= ẋ(mẍ+ kx) = ẋ(−bẋ) = −bẋ2

L

R C

i

Lq̈ +Rq̇ +
1

C
q = 0

E =
1

2
Lq̇2 +

1

2

q2

C

dE

dt
= q̇(Lq̈ +

1

C
q)

dE

dt
= q̇(−Rq̇) = −Rq̇2

۹۰ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

F (t)mk

b

mẍ+ bẋ+ kx = F (t) = F0 cosωt

ε(t)

L

R C

L
di

dt
+Ri+

1

C
q = ε(t) = ε0 cosωt

i =
dq

dt
= q̇,

di

dt
= q̈

Lq̈ +Rq̇ +
1

C
q = ε0 cosωt

۹۰ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

الکتریکی مدارهای نوسانی: سیستمهای

F (t)mk

b

E =
1

2
mẋ2 +

1

2
kx2,

dE

dt
= ẋ(mẍ+ kx) = −bẋ2 + F0ẋ cosωt

ε(t)

L

R C

Lq̈ +Rq̇ +
1

C
q = ε0 cosωt

E =
1

2
Lq̇2 +

1

2

q2

C

dE

dt
= q̇(Lq̈ +

1

C
q)

dE

dt
= −Rq̇2 + ε0q̇ cosωt

۹۰ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
یک هر می کنند، عبور محیط یک از قسمتی از همزمان بطور بیشتر، یا موج دو وقتی برهم نهی: اصل
انفرادی موج جابجایی برداری جمع حاصل نقطه هر در نهایی جابجایی و می کنند عمل مستقل بطور

است.

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

Fn(t)

x = xهمگن + xناهمگن

ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2
0x

همگن = 0 ⇒ xهمگن = xهمگن(t)

ẍ
ناهمگن
1 + 2γẋ

ناهمگن
1 + ω2

0x
ناهمگن
1 = (1/m)F1(t) ⇒ x

ناهمگن
1 = x

ناهمگن
1 (t)

ẍ
ناهمگن
2 + 2γẋ

ناهمگن
2 + ω2

0x
ناهمگن
2 = (1/m)F2(t) ⇒ x

ناهمگن
2 = x

ناهمگن
2 (t)

...

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)Fn(t) ⇒ xناهمگن

n = xناهمگن
n (t)

...
۹۰ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
یک هر می کنند، عبور محیط یک از قسمتی از همزمان بطور بیشتر، یا موج دو وقتی برهم نهی: اصل
انفرادی موج جابجایی برداری جمع حاصل نقطه هر در نهایی جابجایی و می کنند عمل مستقل بطور

است.

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

Fn(t)

ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2
0x

همگن = 0 ⇒ xهمگن = xهمگن(t)

ẍ
ناهمگن
1 + 2γẋ

ناهمگن
1 + ω2

0x
ناهمگن
1 = (1/m)F1(t) ⇒ x

ناهمگن
1 = x

ناهمگن
1 (t)

ẍ
ناهمگن
2 + 2γẋ

ناهمگن
2 + ω2

0x
ناهمگن
2 = (1/m)F2(t) ⇒ x

ناهمگن
2 = x

ناهمگن
2 (t)

...

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)Fn(t) ⇒ xناهمگن

n = xناهمگن
n (t)

...

x = xهمگن +
∑
n

xناهمگن
n

۹۰ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)F (t) = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2
0x

همگن = 0

γ > ω0 میرا تند ◀

xهمگن = e−γt(C1e
αt + C2e

−αt), α =
√
γ2 − ω2

0

γ = ω0 بحرانی میرای ◀

xهمگن = e−γt(C1 + C2t)

γ < ω0 میرا کند ◀

xهمگن = Ce−γt cos(ωdt+ β), ωd =
√
ω2
0 − γ2

۹۰ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)fn cos(ωnt− θn)

مشتقات و پیشنهادی جواب

xناهمگن
n = An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn)

ẋناهمگن
n = ωn[−An sin(ωnt− θn) +Bn cos(ωnt− θn)]

ẍناهمگن
n = −ω2

n[An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn)]{
(ω2

0 − ω2
n)An + 2γωnBn = fn/m

−2γωnAn + (ω2
0 − ω2

n)Bn = 0

۹۰ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)fn cos(ωnt− θn)

xناهمگن
n = An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn){

(ω2
0 − ω2

n)An + 2γωnBn = fn/m

−2γωnAn + (ω2
0 − ω2

n)Bn = 0

An =
(fn/m)(ω2

0 − ω2
n)

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

=
fn/m√

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

(ω2
0 − ω2

n)√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2

Bn =
(fn/m)(2γωn)

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

=
fn/m√

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

2γωn√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2

۹۰ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)fn cos(ωnt− θn)

xناهمگن
n = An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn)

(ω2
0 − ω2

n)√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
= cosϕn

2γωn√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
= sinϕn

ϕn = tan−1

(
2γωn

ω2
0 − ω2

n

)
۹۰ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)fn cos(ωnt− θn)

xناهمگن
n = An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn)

An =
fn/m√

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

cosϕn

Bn =
fn/m√

(ω2
0 − ω2

n)
2 + (2γωn)2

sinϕn

xناهمگن
n =

fn/m√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
cos(ωnt− θn − ϕn)

۹۰ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

ẍناهمگن
n + 2γẋناهمگن

n + ω2
0x

ناهمگن
n = (1/m)fn cos(ωnt− θn)

xناهمگن
n = An cos(ωnt− θn) +Bn sin(ωnt− θn)

ϕn = tan−1

(
2γωn

ω2
0 − ω2

n

)

xناهمگن
n =

fn/m√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
cos(ωnt− θn − ϕn)

۹۰ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

γ > ω0 میرا تند ◀

x = xهمگن + xناهمگن
n

x = e−γt(C1e
αt+C2e

−αt)+
∑
n

fn/m√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
cos(ωnt−θn−ϕn)

α =
√

γ2 − ω2
0

ϕn = tan−1

(
2γωn

ω2
0 − ω2

n

)
می شود. مشخص اولیه شرایط اعمال با C2 و C1 نهایی جواب در

۹۰ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

γ = ω0 بحرانی میرای ◀

x = xهمگن + xناهمگن
n

x = e−γt(C1+C2t)++
∑
n

fn/m√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
cos(ωnt−θn−ϕn)

ϕn = tan−1

(
2γωn

ω2
0 − ω2

n

)

می شود. مشخص اولیه شرایط اعمال با C2 و C1 نهایی جواب در

۹۰ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = (1/m)

∑
n

fn cos(ωnt− θn)

x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

γ < ω0 میرا کند ◀

x = xهمگن + xناهمگن

x = Ce−γt cos(ωdt+β)+
∑
n

fn/m√
(ω2

0 − ω2
n)

2 + (2γωn)2
cos(ωnt−θn−ϕn)

ωd =
√

ω2
0 − γ2

ϕn = tan−1

(
2γωn

ω2
0 − ω2

n

)
می شود. مشخص اولیه شرایط اعمال با β و C نهایی جواب در

۹۰ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
واداشته نیروی تاثیر تحت را است γ = ω0

4 آن در که را میرائی نوسانگر یک مسئله− ۱:

F = A1 cosωt+A3 cos 3ωt

کنید. محاسبه را x(t) مقدار داده ایم قرار
ωd =

√
15ω0/4 میرایی فرکانس با میرا کند نوسانگر یک بررسی تحت ،نوسانگر γ < ω0 بازای

است.
همگن: قسمت جواب

xهمگن = Ce−ω0t/4 cos(
√
15ω0t/4 + β)

ناهمگن: قسمت جوابهای

ẍ
ناهمگن
1 + 2γẋ

ناهمگن
1 + ω2

0x
ناهمگن
1 = (1/m)A1 cosωt

ẍ
ناهمگن
2 + 2γẋ

ناهمگن
2 + ω2

0x
ناهمگن
2 = (1/m)A3 cos 3ωt

۹۰ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۱:

ωd =
√
15ω0/4 میرایی فرکانس با میرا کند نوسانگر یک بررسی تحت ،نوسانگر γ < ω0 بازای

است.
همگن: قسمت جواب

xهمگن = Ce−ω0t/4 cos(
√
15ω0t/4 + β)

ناهمگن: قسمت جوابهای

ẍ
ناهمگن
1 + 2γẋ

ناهمگن
1 + ω2

0x
ناهمگن
1 = (1/m)A1 cosωt

x
ناهمگن
1 =

A1/m√
(ω2

0 − ω2)2 + 4γ2ω2
cos

(
ωt− tan−1

(
2ωγ

ω2
0 − ω2

))

x
ناهمگن
1 =

A1/m√
(ω2

0 − ω2)2 + ω2
0ω

2/4
cos

(
ωt− tan−1

(
ω0ω/2

ω2
0 − ω2

))
۹۰ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۱:

ωd =
√
15ω0/4 میرایی فرکانس با میرا کند نوسانگر یک بررسی تحت ،نوسانگر γ < ω0 بازای

است.
همگن: قسمت جواب

xهمگن = Ce−ω0t/4 cos(
√
15ω0t/4 + β)

ناهمگن: قسمت جوابهای

ẍ
ناهمگن
2 + 2γẋ

ناهمگن
2 + ω2

0x
ناهمگن
2 = (1/m)A3 cos 3ωt

x
ناهمگن
2 =

A3/m√
(ω2

0 − 9ω2)2 + 36γ2ω2
cos

(
3ωt− tan−1

(
6ωγ

ω2
0 − 9ω2

))

x
ناهمگن
2 =

A3/m√
(ω2

0 − 9ω2)2 + 9ω2
0ω

2/4
cos

(
3ωt− tan−1

(
3ω0ω/2

ω2
0 − 9ω2

))
۹۰ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
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x1/(A/mω2

0
)
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0
)
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

−2
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−0.5

0
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2

0 5 10 15 20 25 30

ω/ω0 = 1/2

A1 = A3 = A

ω0t

x1/(A/mω2

0
)

x2/(A/mω2

0
)

(x1 + x2)/(A/mω2

0
)

۹۰ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای

−2

−1.5
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−0.5

0

0.5

1

1.5

2

0 5 10 15 20 25 30

ω/ω0 = 1/2

A1 = A3 = A

ω0t

(x1 + x2)/(A/mω2

0
)

۹۰ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برهم نهی اصل نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۱:

ωd =
√
15ω0/4 میرایی فرکانس با میرا کند نوسانگر یک بررسی تحت ،نوسانگر γ < ω0 بازای

است.
نهایی: جواب

x = xهمگن + x
ناهمگن
1 + x

ناهمگن
2

x = Ce−ω0t/4 cos(
√
15ω0t/4 + β)

+
A1/m√

(ω2
0 − ω2)2 + ω2

0ω
2/4

cos

(
ωt− tan−1

(
ω0ω/2

ω2
0 − ω2

))
+

A3/m√
(ω2

0 − 9ω2)2 + 9ω2
0ω

2/4
cos

(
3ωt− tan−1

(
3ω0ω/2

ω2
0 − 9ω2

))
می شود. مشخص اولیه شرایط اعمال با β و C نهایی جواب در

۹۰ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
هستند، متناوب ولی نیستند مثلثاتی که نیروهایی

F (t) = F (t+ T ), T = 2π/ω

t

F (t)

F0

−F0

T/2 T 3T/2

۹۰ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
هستند، متناوب ولی نیستند مثلثاتی که نیروهایی

F (t) = F (t+ T ), T = 2π/ω

t

F (t)

F0

−F0

T/2 T 3T/2

۹۰ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
هستند، متناوب ولی نیستند مثلثاتی که نیروهایی

F (t) = F (t+ T ), T = 2π/ω

t

F (t)

F0

−F0

T/2

T

3T/2

2T

۹۰ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
می شود، مشخص زیر بصورت یکه بردارهای حسب بر تحلیلی بطور بردار هر

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3 =
∑
j

Aj êj

که
êi · êj = δij

می توان را دلخواهی بردار هر ،êi · êj = δij یکه، بردارهای تعامد شرط به توجه با ◀

داد. نمایش یکه بردارهای برحسب
بردار مولفه های تعیین ◀

A⃗ =
∑
j

Aj êj

A⃗ · êi =
∑
j

Aj êj · êi =
∑
j

Ajδij = Ai

Ai = A⃗ · êi
۹۰ / ۴۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
تناوبی تابع هر برای ◀

f(θ) = f(θ + 2π)

مثلثاتی توابع پایه هایی از مختصات، دستگاه در یکه بردارهای با متناظر می توان
کرد، استفاده تناوبی توابع بسط برای کوسینوس) و (سینوس

f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnθ +Bn sinnθ)

Bnها و Anها همچنین و هستند بسط پایه های cosnθها و sinnθها که
می باشند. بسط ضریب های

یعنی می باشد، کسینوس و سینوس توابع بودن متعامد بسطی، چنین برای لازم شرط ◀∫ 2π

0
sinmθ sinnθdθ =

∫ 2π

0
cosmθ cosnθdθ = πδmn

∫ 2π

0
sinmθ cosnθdθ = 0

۹۰ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای

A0 تعیین ◀

∫ 2π

0
f(θ)dθ =

∫ 2π

0

A0

2
dθ

+

∞∑
n=1

An

∫ 2π

0
cosnθdθ

+

∞∑
n=1

Bn

∫ 2π

0
sinnθdθ

∫ 2π

0
f(θ)dθ = A0π ⇒ A0 =

1

π

∫ 2π

0
f(θ)dθ

۹۰ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
n ̸= 0 وقتی Anها تعیین ◀

f(θ)cosmθ =
A0

2
+

∞∑
n=1

(Ancosmθ cosnθ +Bncosmθ sinnθ)

∫ 2π

0
f(θ)cosmθdθ =

∫ 2π

0

A0

2
cosmθdθ

+

∞∑
n=1

An

∫ 2π

0
cosmθ cosnθdθ

+
∞∑
n=1

Bn

∫ 2π

0
cosmθ sinnθdθ

∫ 2π

0
f(θ)cosmθdθ =

∞∑
n=1

Anπδmn = πAm ⇒ Am =
1

π

∫ 2π

0
f(θ)cosmθdθ

۹۰ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
Bnها تعیین ◀

f(θ)sinmθ =
A0

2
+

∞∑
n=1

(Ansinmθ cosnθ +Bnsinmθ sinnθ)

∫ 2π

0
f(θ)sinmθdθ =

∫ 2π

0

A0

2
sinmθdθ

+

∞∑
n=1

An

∫ 2π

0
sinmθ cosnθdθ

+
∞∑
n=1

Bn

∫ 2π

0
sinmθ sinnθdθ

∫ 2π

0
f(θ)sinmθdθ =

∞∑
n=1

Bnπδmn = πBm ⇒ Bm =
1

π

∫ 2π

0
f(θ)sinmθdθ

۹۰ / ۵۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای

f(θ) = f(θ + 2π)

f(θ) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnθ +Bn sinnθ)

An =
1

π

∫ 2π

0
f(θ) cosnθdθ, n = 0, 1, 2, · · ·

Bn =
1

π

∫ 2π

0
f(θ) sinnθdθ, n = 1, 2, · · ·

۹۰ / ۵۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای

F (t) = F (t+ T ), ω =
2π

T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt)

An =
2

T

∫ T

0
F (t) cosnωtdt, n = 0, 1, 2, · · ·

Bn =
2

T

∫ T

0
F (t) sinnωtdt, n = 1, 2, · · ·

۹۰ / ۵۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
هستند، متناوب ولی نیستند مثلثاتی که نیروهایی

F (t) = F (t+ T ), T = 2π/ω

آورید، بدست زیر متناوب نیروی برای را فوریه سری ضرایب مسئله− ۲

t

F (t)

F0

−F0

T/2 T 3T/2

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

۹۰ / ۵۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
آورید، بدست زیر نیروی برای را فوریه سری ضرایب مسئله− ۲

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

An =
2

T

(
F0

∫ T/2

0
cosnωtdt− F0

∫ T

T/2
cosnωtdt

)

An =
2

T

(
F0

nω
[sinnωt]

T/2
0 − F0

nω
[sinnωt]TT/2

)

An =
F0

nπ

([
sin

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
sin

2πn

T
t

]T
T/2

)
= 0

۹۰ / ۵۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۲

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

Bn =
2

T

(
F0

∫ T/2

0
sinnωtdt− F0

∫ T

T/2
sinnωtdt

)

Bn =
2

T

(
F0

nω
[− cosnωt]

T/2
0 − F0

nω
[− cosnωt]TT/2

)

Bn =
F0

nπ

([
− cos

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
− cos

2πn

T
t

]T
T/2

)

۹۰ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۲

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

Bn = −F0

nπ

([
cos

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
cos

2πn

T
t

]T
T/2

)
[
cos

2πn

T
t

]T/2
0

= cosnπ − 1

[
cos

2πn

T
t

]T
T/2

= 1− cosnπ

[
cos

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
cos

2πn

T
t

]T
T/2

= 2(cosnπ − 1)

۹۰ / ۵۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۲

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

Bn = −F0

nπ

([
cos

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
cos

2πn

T
t

]T
T/2

)
[
cos

2πn

T
t

]T/2
0

−
[
cos

2πn

T
t

]T
T/2

= 2(cosnπ − 1)

Bn =
2F0

nπ
(1− cosnπ), cosnπ = (−1)n

Bn =
2F0

nπ
(1− (−1)n) =

{
0, n = زوج
4F0/nπ, n = فرد

۹۰ / ۵۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۲

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

An = 0, Bn =

{
0, n = زوج
4F0/nπ, n = فرد

F (t) =
4F0

π

∞∑
m=0

sin(2m+ 1)ωt

2m+ 1

F (t) =
4F0

π

[
sinωt+

1

3
sin 3ωt+

1

5
sin 5ωt+ · · ·

]

۹۰ / ۵۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۲

−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

0 1 2 3 4 5 6

F
/
F
0

ωt

N = 1

N = 2

N = 3

N = 4

N = 5

۹۰ / ۶۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
هستند، متناوب ولی نیستند مثلثاتی که نیروهایی

F (t) = F (t+ T ), T = 2π/ω

آورید، بدست زیر متناوب نیروی برای را فوریه سری ضرایب مسئله− ۳

t

F (t)

F0

−F0

T/2 T 3T/2

F (t) = −F0 +
2F0

T
t

۹۰ / ۶۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۳

F (t) = −F0 +
2F0

T
t

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

An =
2

T

∫ T

0

(
−F0 +

2F0

T
t

)
cosnωtdt

An =
2

T

[(
−F0 +

2F0

T
t

)
1

(nω)
sinnωt− 2F0

T

1

(nω)2
cosnωt

]T
0

[sinnωt]T0 = 0

[cosnωt]T0 = 0

An = 0

۹۰ / ۶۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۳

F (t) = −F0 +
2F0

T
t

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

Bn =
2

T

∫ T

0

(
−F0 +

2F0

T
t

)
sinnωtdt

Bn =
2

T

[
−
(
−F0 +

2F0

T
t

)
1

(nω)
cosnωt− 2F0

T

1

(nω)2
sinnωt

]T
0

[sinnωt]T0 = 0

Bn = −2F0

nπ

۹۰ / ۶۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۳

F (t) = −F0 +
2F0

T
t

F (t) =
A0

2
+

∞∑
n=1

(An cosnωt+Bn sinnωt), ω =
2π

T

An = 0, Bn = −2F0

nπ

F (t) = −F0 +
2F0

T
t = −2F0

π

∞∑
n=1

sinnωt

n

۹۰ / ۶۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۳

−1.5

−1

−0.5

0

0.5
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
میرا نوسانگر در مثلثاتی واداشته نیروی ناهمگن قسمت جواب یادآوری:

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

F0

m

{
cosωt
sinωt

}

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
cosωt

xناهمگن = A cos(ωt− ϕ)

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

F0

m
sinωt

xناهمگن = A sin(ωt− ϕ)

A =
F0/m√

(ω2
0 − ω2)2 + (2γω)2

, ϕ = tan−1

(
2γω

ω2
0 − ω2

)
۹۰ / ۶۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
میرا نوسانگر در متناوب واداشته نیروی ناهمگن قسمت جواب

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

A0

2m
+

∞∑
n=1

(
An

m
cosnωt+

Bn

m
sinnωt)

برنهی اصل از استفاده با

xناهمگن =
A0

2m
+

∞∑
n=1

[
An/m√

(ω2
0 − n2ω2)2 + (2γnω)2

cos(nωt− ϕn)

+
Bn/m√

(ω2
0 − n2ω2)2 + (2γnω)2

sin(nωt− ϕn)

]

ϕn = tan−1

(
2γnω

ω2
0 − n2ω2

)

۹۰ / ۶۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
بدست را زیر کندمیرای نوسانگر تناوبی و واداشته نیروی ناهمگن و همگن قسمت معادله مسئله− ۴

آورید،

F (t) =

{
F0, 0 ≤ t ≤ T/2

−F0, T/2 ≤ t ≤ T

نیروی فوریه سری

F (t) =
4F0

π

∞∑
m=0

sin(2m+ 1)ωt

2m+ 1

حرکت دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x =

∞∑
m=0

4F0

(2m+ 1)π
sin(2m+ 1)ωt

ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2
0xهمگن = 0

xهمگن = e−γt(C1 cos(ωdt) + C2 sin(ωdt))

۹۰ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۴

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن =

∞∑
m=0

4F0

(2m+ 1)π
sin(2m+ 1)ωt

xناهمگن =

∞∑
m=0

4F0/((2m+ 1)π)√
(ω2

0 − (2m+ 1)2ω2)2 + (2γ(2m+ 1)ω)2
×

sin

[
(2m+ 1)ωt− tan−1

(
2γ(2m+ 1)ω

ω2
0 − (2m+ 1)2ω2

)]

۹۰ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
بدست را زیر کندمیرای نوسانگر تناوبی و واداشته نیروی ناهمگن و همگن قسمت معادله مسئله− ۵

آورید،

F (t) = −F0 +
2F0

T
t, 0 ≤ t ≤ T

نیروی فوریه سری

F (t) = −2F0

π

∞∑
n=1

sinnωt

n

حرکت دیفرانسیل معادله

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = −2F0

π

∞∑
n=1

sinnωt

n

ẍهمگن + 2γẋهمگن + ω2
0xهمگن = 0

xهمگن = e−γt(C1 cos(ωdt) + C2 sin(ωdt))

۹۰ / ۷۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فوریه سری نوسانی: سیستمهای
مسئله− ۵

ẍناهمگن + 2γẋناهمگن + ω2
0xناهمگن = −

∞∑
n=1

2F0

nπ
sinnωt

xناهمگن = −
∞∑
n=0

2F0/(nπ)√
(ω2

0 − n2ω2)2 + (2γnω)2
sin

[
nωt− tan−1

(
2γnω

ω2
0 − n2ω2

)]

۹۰ / ۷۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
هماهنگ پتانسیل

V (x) =
1

2
kx2, k > 0

است، ناوردا x → −x تحت چون است متقارن پتانسیل یک

V (x) = V (−x)

است خطی تابع یک بازگرداننده نیروی

F = −dV

dx
= −kx

پتانسیل

V (x) =
1

2
kx2

است. خطی بازگرداننده ی نیروی با متقارن پتانسیل یک

هماهنگ نوسانگر

۹۰ / ۷۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
پتانسیل

V (x) =
1

2
kx2

است. خطی بازگرداننده ی نیروی با متقارن پتانسیل یک
انرژی

1

2
mẋ2 +

1

2
kx2 = E ⇒ ẋ2

2E/m
+

x2

2E/k
= 1 : بیضی معادله

x

ẋ

√
2E
k

√
2E
m

صفحه ی در نقاطی هندسی مکان بسته، منحنی <
E برابر و ثابت ذره انرژی آن در که است x− ẋ

است.

می شود. نامیده فاز فضای x− ẋ صفحه ی <

نمودارها در انرژی اختلاف <

E < E < E

۹۰ / ۷۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
میرا نوسانگر فاز نمودار بررسی مسئله− ۶

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0, x(0) = x0, ẋ(0) = 0

بصورت حرکت معادله و ωd =
√
3ω0/2 با برابر میرا کند نوسانات فرکانس γ = ω0/2 برای

می شود، داده زیر
x = 2x0e

−ω0t/2 cos(
√
3ω0t/2− π/3)

که ω0t/2 =
√
3θ/3 بنابراین θ =

√
3ω0t/2 اگر

x = (2x0/
√
3)e−

√
3θ/3 cos(θ − π/3)

ẋ = −(x0ω0/
√
3)e−

√
3θ/3(cos(θ − π/3) +

√
3 sin(θ − π/3))

۹۰ / ۷۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
میرا نوسانگر فاز نمودار بررسی

ẍ+ 2γẋ+ ω2
0x = 0, x(0) = x0, ẋ(0) = 0

γ = ω0/2 برای

x/x0

ẋ/x0ω0

۹۰ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

k, l0

m

k, l0

تعادل وضعیت

l

l

شده جابجا وضعیت

x

T

T

l0

T0

l

T0

l0 l

نیروها

F0 cosΩt

⊗
g

۹۰ / ۷۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

x

T

T

l0

T0

l

T0

l0 l

نیروها

F0 cosΩt

واداشته نیروی غیاب در

T = T0 + k(l − l0)

T = T0 + k(
√
l20 + x2 − l0)

mẍ = −2T
x√

l20 + x2

mẍ = −2[T0 + k(
√

l20 + x2 − l0)]
x√

l20 + x2

۹۰ / ۷۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2[T0 + k(
√
l20 + x2 − l0)]

x√
l20 + x2

mẍ = −2

[
T0 + kl0

((
1 +

x2

l20

)1/2

− 1

)]
x

l0

(
1 +

x2

l20

)−1/2

(x ≪ l0) کوچک های x برای

mẍ = −2

[
T0 + kl0

(
1 +

1

2

x2

l20
− 1

)]
x

l0

(
1− 1

2

x2

l20

)
کنیم می حذف را x5 توانهای

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3

۹۰ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

است. منفی نرم فنر و مثبت سخت فنر برای که است کوچک کمیت یک ϵ اینجا در <

نیروی به مربوط پتانسیل <
F (x) = −κx− ϵx3

با است برابر
V (x) =

1

2
κx2 +

1

4
ϵx4

است، ناوردا −x به x تحت که
V (x) = V (−x)

۹۰ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

فرض با را بالا معادله ی حل است، کوچک ϵ اینکه به توجه با <

x = A cosωt

می بریم. پیش

mẍ = −κA cosωt− ϵA3 cos3 ωt

mẍ = −κA cosωt− ϵA3

(
3

4
cosωt+

1

4
cos 3ωt

)
mẍ = −(κA+

3

4
ϵA3) cosωt− 1

4
ϵA3 cos 3ωt

۹۰ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

فرض با را بالا معادله ی حل است، کوچک ϵ اینکه به توجه با <

x = A cosωt

می بریم. پیش

mẍ = −(κA+
3

4
ϵA3) cosωt− 1

4
ϵA3 cos 3ωt

dẋ = − 1

m
(κA+

3

4
ϵA3) cosωtdt− 1

4m
ϵA3 cos 3ωtdt

ẋ = − 1

mω
(κA+

3

4
ϵA3) sinωt− 1

12mω
ϵA3 sin 3ωt+ C1

۹۰ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

فرض با را بالا معادله ی حل است، کوچک ϵ اینکه به توجه با <

x = A cosωt

می بریم. پیش

ẋ = − 1

mω
(κA+

3

4
ϵA3) sinωt− 1

12mω
ϵA3 sin 3ωt+ C1

dx = − 1

mω
(κA+

3

4
ϵA3) sinωtdt− 1

12mω
ϵA3 sin 3ωtdt+ C1dt

x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt+ C1t+ C0

۹۰ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

فرض با را بالا معادله ی حل است، کوچک ϵ اینکه به توجه با <

x = A cosωt

می بریم. پیش

x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt+ C1t+ C0

C0 = C1 = 0 اگر

x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt

۹۰ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

حرکت معادله ی انتگرالگیری از آمده بدست جواب با پیشنهادی جواب مقایسه <

پیشنهادی جواب : x = A cosωt

انتگرالگیری جواب : x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt

که
A cosωt =

1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt

کنیم صرفه نظر راست سمت در cosωt جمله با مقایسه در cos 3ωt جمله ی از اگر

A cosωt =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt ⇒ A =

1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3)

۹۰ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی غیاب در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 = −κx− ϵx3

حرکت معادله ی انتگرالگیری از آمده بدست جواب با پیشنهادی جواب مقایسه <

پیشنهادی جواب : x = A cosωt

انتگرالگیری جواب : x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt

A =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3)

است دامنه تابع فرکانس : ω2 =
κ

m
+

3ϵ

4m
A2

۹۰ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر متقارن نوسانی سیستمهای
مسئله− ۷

واداشته نیروی حضور در

mẍ = −2T0

l0
x−

(
k

l20
− T0

l30

)
x3 + F0 cosΩt = −κx− ϵx3 + F0 cosΩt

پیشنهادی جواب
x = A cosωt

انتگرالگیری جواب

x =
1

mω2
(κA+

3

4
ϵA3) cosωt− 1

mΩ2
cosΩt+

1

36mω2
ϵA3 cos 3ωt

۹۰ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر نامتقارن نوسانی سیستمهای
نیروی برای

F (x) = −κx− λx2

بصورت پتانسیل است، خطی غیر نیروی یک که

V (x) =
1

2
κx2 +

1

3
λx3

است، نامتقارن پتانسیل یک که می شود داده

V (x) ̸= V (−x)

معادله ی حل داریم قصد اینجا در

mẍ = −κx− λx2

می بریم. پیش اختلالی بطور است کوچک λ وقتی را

ẍ = −ω2
0x− λ̃x2, ω0 =

√
κ/m, λ̃ = λ/m

۹۰ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر نامتقارن نوسانی سیستمهای

ẍ = −ω2
0x− λ̃x2, ω0 =

√
κ/m, λ̃ = λ/m

نوشت، بصورت x0 روی تصحیحاتی بصورت را جواب می توان λ̃x2 جمله بودن کوچک بخاطر

x = x0 + λ̃x1 + λ̃2x2 + · · ·

معادله ی در x0 آن در که
ẍ0 + ω2

0x0 = 0

یعنی کنیم، می محدود λ̃ جمله به فقط را اختلالی جواب ادامه در می کند. صدق

x = x0 + λ̃x1
بدینترتیب

ẍ0+λ̃ẍ1 = −ω2
0(x0+λ̃x1)−λ̃(x20+2λ̃x0x1+λ̃2x21) = −ω2

0x0−λ̃(ω2
0x1+x20)

ẍ0 + ω2
0x0 = 0

ẍ1 + ω2
0x1 = −x20

۹۰ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر نامتقارن نوسانی سیستمهای

ẍ = −ω2
0x− λ̃x2, ω0 =

√
κ/m, λ̃ = λ/m

اول معادله : ẍ0 + ω2
0x0 = 0

دوم معادله : ẍ1 + ω2
0x1 = −x20

می آید، بدست زیر جواب که هستند طوری اول معادله ی در اولیه شرایط کنیم فرض

x0 = A sinω0t

دوم معادله در بدینترتیب

ẍ1 + ω2
0x1 = −A2 sin2 ω0t = −A2

2
(1− cos 2ω0t)

ناهمگن قسمت برای پیشنهادی جواب

x
ناهمگن
1 = B cos 2ω0t+ C, B =

A2

6ω2
0

, C =
A2

2ω2
0

۹۰ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خطی غیر نامتقارن نوسانی سیستمهای

ẍ = −ω2
0x− λ̃x2, ω0 =

√
κ/m, λ̃ = λ/m

اول معادله : ẍ0 + ω2
0x0 = 0

دوم معادله : ẍ1 + ω2
0x1 = −x20

اول، معادله ی جواب
x0 = A sinω0t

دوم معادله جواب

x
ناهمگن
1 =

A2

6ω2
0

cos 2ω0t+
A2

2ω2
0 نهایی جواب

x = x0 + λ̃x1 = A sinω0t+
λ̃A2

6ω2
0

(cos 2ω0t+ 3)

x = x0 + λ̃x1 = A sinω0t+
λA2

6mω2
0

(cos 2ω0t+ 3)

۹۰ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر نوسانی سیستمهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


