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.
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.
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.

.

.

.

تحلیلی مکانیک
بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۳۴۰ / ۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها

می شوند، تقسیم دسته سه به فیزیکی کمیتهای کلی بطور

(Sⅽaⅼar) اسکالر کمیتهای ◀

دارند. بزرگی فقط

... و انرژی زمان، دما، جرم، مانند:

(Veⅽtor) برداری کمیتهای ◀

می باشند. نیز فضایی جهتگیری شامل بزرگی بر علاوه

... و مغناطیسی میدان الکتریکی، میدان نیرو، شتاب، سرعت، مکان، تغییر مانند:

(Tensor) تانسوری کمیتهای ◀

... آینده به وکول م

۳۴۰ / ۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗

A = |A⃗|

B⃗ = −A⃗

B = |B⃗| = |−A⃗| = A

A⃗
Â

Â =
A⃗

A
, |Â| = 1

B⃗
B̂

B̂ =
B⃗

B
=

−A⃗
A

= −Â, |B̂| = 1

۳۴۰ / ۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗ = AÂÂ

A = |A⃗|, Â =
A⃗

A
, A⃗ = AÂ

B⃗ =
1
2
A⃗

B̂

B = |B⃗| = |1
2
A⃗| = 1

2
|A⃗| = 1

2
A

B̂ =
B⃗

B
=

1
2A⃗
1
2A

=
A⃗

A
= Â

C⃗ = 2A⃗

Ĉ

C = |C⃗| = |2A⃗| = 2|A⃗| = 2A

Ĉ =
C⃗

C
=

2A⃗

2A
=
A⃗

A
= Â

۳۴۰ / ۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗ = AÂÂ

A = |A⃗|, Â =
A⃗

A
, A⃗ = AÂ

B⃗ =
1
2
A⃗

B̂

B = |B⃗| = 1

2
A, B̂ = Â

B⃗ = |B⃗|B̂ =
1

2
AÂ =

1

2
A⃗

C⃗ = 2A⃗

Ĉ

C = |C⃗| = 2A, Ĉ = Â

C⃗ = |C⃗|Ĉ = 2AÂ = 2A⃗

۳۴۰ / ۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

مثلثی روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

B⃗

مثلثی روش با B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗
A⃗

۳۴۰ / ۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.
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.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

مثلثی روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗ B⃗

A⃗ B⃗

A⃗+ B⃗

مثلثی روش با B⃗ + A⃗ برداری جمع

B⃗
A⃗

B⃗
A⃗

B⃗ + A⃗

۳۴۰ / ۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

۳۴۰ / ۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗

۳۴۰ / ۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗

C⃗

۳۴۰ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗ = B⃗ + A⃗ که می گیریم نتیجه متوازی الاضلاع روش و مثلثی روش مقایسه از

A⃗

B⃗

C⃗

A⃗ B⃗

A⃗+ B⃗ B⃗
A⃗

B⃗ + A⃗

۳۴۰ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

−B⃗

A⃗ B⃗

−B⃗

۳۴۰ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗ A⃗
+
(−
B⃗
)

A⃗

−B⃗

A⃗
+
(−
B⃗
)

۳۴۰ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗+ (−B⃗) = A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

۳۴۰ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

−B⃗

A⃗ B⃗

−B⃗

۳۴۰ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗−B⃗

A⃗

A⃗

−B⃗

A⃗

۳۴۰ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

−B⃗

A⃗

(−
B⃗
)
+
A⃗

−B⃗

A⃗

(−
B⃗
)
+
A⃗

۳۴۰ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗+ (−B⃗) = (−B⃗) + A⃗ = A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

−B⃗

A⃗

−
B⃗

+
A⃗

۳۴۰ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع
خود جهت معکوس با بردار یک جمع

A⃗

−A⃗

A⃗+ (−A⃗) = (−A⃗) + A⃗ = 0

A⃗ = 0 + A⃗ = A⃗+ 0

۳۴۰ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

C⃗

B⃗

C⃗

۳۴۰ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

۳۴۰ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

(A⃗+ B⃗) + C⃗

۳۴۰ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗

۳۴۰ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗
A⃗+ (B⃗ + C⃗)

۳۴۰ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ = (A⃗+ B⃗) + C⃗ = A⃗+ (B⃗ + C⃗) برداری جمع

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

(A⃗+ B⃗) + C⃗

A⃗
B⃗

B⃗ + C⃗
C⃗

A⃗+ (B⃗ + C⃗)

۳۴۰ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری ضرب
می شوند، تقسیم دسته دو به برداری ضرب کلی بطور

(inner product) داخلی  ضرب ◀

است. اسکالر یک بردار دو داخلی حاصلضرب نتیجه

... و خارجی میدان حضور در دوقطبی یک انرژی محاسبه کار، محاسبه کاربردها:

(cross product or vector product or outer product) خارجی ضرب ◀

است. بردار یک بردار دو خارجی حاصلضرب نتیجه

... و زاویه ای حرکت اندازه محاسبه نیرو، گشتاور محاسبه کاربردها:

۳۴۰ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

بردار دو زاویه ی بررسی

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗
B⃗

B⃗

A⃗

A⃗

B⃗

A⃗

A⃗

۳۴۰ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

بردار دو زاویه ی بررسی

B⃗

A⃗

A⃗
B⃗

θ

B⃗

A⃗

θ B⃗

A⃗

θ

۳۴۰ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

بردار دو داخلی ضرب محدوده ی

0 ≤ θ ≤ π ⇒ −1 ≤ cos θ ≤ 1

−AB ≤ AB cos θ ≤ AB

−AB ≤ A⃗ · B⃗ ≤ AB

|A⃗ · B⃗| ≤ AB

بردار دو داخلی ضرب خاص حالتهای

θ = 0 ⇒ A⃗ · B⃗ = AB

θ = π ⇒ A⃗ · B⃗ = −AB

θ = π/2 ⇒ A⃗ · B⃗ = 0

۳۴۰ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

B⃗ بردار راستا بر A⃗ بردار تصویر

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

A⃗ · B⃗
B

= A cos θ

A⃗ · B̂ = A cos θ

B̂

A⃗

θ

A⃗

A cos
θ

θ

۳۴۰ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ بردار راستا بر B⃗ بردار تصویر

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

A⃗

A
· B⃗ = B cos θ

Â · B⃗ = B cos θ

B⃗

Â
θ

B⃗

B
cos θ

θ

۳۴۰ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

کوسینوسها قانون

C⃗ · C⃗ = (A⃗+ B⃗) · (A⃗+ B⃗)

C⃗ · C⃗ = A⃗ · A⃗+ B⃗ · B⃗+ A⃗ · B⃗+ B⃗ · A⃗

C⃗ · C⃗ = C2, A⃗ · A⃗ = A2

B⃗ · B⃗ = B2, A⃗ · B⃗ = B⃗ · A⃗

۳۴۰ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

کوسینوسها قانون

C⃗ · C⃗ = (A⃗+ B⃗) · (A⃗+ B⃗)

C2 = A2 +B2 + 2A⃗ · B⃗

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

C2 = A2 +B2 + 2AB cos θ

۳۴۰ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B A

C

γ

θ

کوسینوسها قانون

C2 = A2 +B2 + 2AB cos θ

γ = π − θ ⇒ cos γ = cos(π − θ)

cos γ = − cos θ

C2 = A2 +B2 − 2AB cos γ

۳۴۰ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب

B⃗

A⃗

بردار دو خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

A⃗
B⃗

θ

B⃗

A⃗

θ B⃗

A⃗

θ

۳۴۰ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
بردار دو خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

بردارها بوسیله شده تشکیل الاضلاع متوازی سطح مساحت

S = |A⃗× B⃗| = AB sin θ

B⃗

A⃗

θ

S = BH = B(A sin θ)

B

A

A
sin
θ

θ

S = AH = A(B sin θ)

B

A

B
si
n
θ

θ

۳۴۰ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

خارجی ضرب
بردار دو خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

بردارها بوسیله شده تشکیل مثلث مساحت

S = |A⃗× B⃗|

B⃗

A⃗

θ

S =
1

2
|A⃗× B⃗|

B⃗

A⃗

θ

۳۴۰ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

۳۴۰ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗
×
B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗
×
A⃗

۳۴۰ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

۳۴۰ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗
×
B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗
×
A⃗

A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗⇒ |A⃗× B⃗| = |B⃗ × A⃗|

بردار دو خارجی ضرب محدوده ی

0 ≤ sin θ ≤ 1

0 ≤ |A⃗× B⃗| ≤ AB

بردار دو خارجی ضرب خاص حالتهای

θ = 0, π ⇒ A⃗×B⃗ = 0 or |A⃗×B⃗| = 0

θ = π/2 ⇒ |A⃗× B⃗| = AB

۳۴۰ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

سینوسها قانون

C⃗×C⃗ = (A⃗+ B⃗)×C⃗

0 = A⃗× C⃗ + B⃗ × C⃗

A⃗× C⃗ = −B⃗ × C⃗

|A⃗× C⃗| = |B⃗ × C⃗|

۳۴۰ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

α

β

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |B⃗ × C⃗|

AC|sinβ| = BC|sinα|

|sinβ|
B

=
|sinα|
A

۱

۳۴۰ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

سینوسها قانون

A⃗×C⃗ = A⃗×(A⃗+ B⃗)

A⃗× C⃗ = A⃗× A⃗+ A⃗× B⃗

A⃗× C⃗ = 0 + A⃗× B⃗

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

۳۴۰ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

β

γ

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

AC|sinβ| = AB|sin θ|

sin θ = sin(π − γ) = sin γ

AC|sinβ| = AB|sin γ|

۳۴۰ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

β

γ

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

AC|sinβ| = AB|sin γ|

|sinβ|
B

=
|sin γ|
C

۲

۳۴۰ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

α

β

γ

سینوسها قانون

|sinβ|
B

=
|sinα|
A

۱

|sinβ|
B

=
|sin γ|
C

۲

|sinα|
A

=
|sinβ|
B

=
|sin γ|
C
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

V = hS

h
S

۳۴۰ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

کنیم، می اعمال زیر شکل مطابق را C⃗ و B⃗ ، A⃗ بردار سه

B⃗

A⃗

C⃗

۳۴۰ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

شده تشکیل سطح مساحت محاسبه
B⃗ و A⃗ بردارهای بوسیله ی

S = |A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

سطح بر عمود یکه بردار محاسبه
B⃗ و A⃗ بردارهای از شده تشکیل

ê =
A⃗× B⃗

|A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

ê =
A⃗× B⃗

|A⃗× B⃗|
h ارتفاع محاسبه

h = ê · C⃗

h =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

h =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

S = |A⃗× B⃗|

V = hS =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

|A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗ V =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

|A⃗× B⃗|

V = A⃗× B⃗ · C⃗
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

−3 −2 −1 1 2 3
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1

2

3
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

p(x, y)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

p(x, y)

x

y

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

p(x, y)

x

y

r⃗

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0

مکان بردار

r⃗ = xî+ yĵ

î · r⃗ = x, ĵ · r⃗ = y

x, y ∈ R
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

z
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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z
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

1 2 3 4 5
1

2
3

4
5

1

2

3

4

5

x

y

z

î

ĵk̂

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1
î · ĵ = ĵ · î = 0

ĵ · k̂ = k̂ · ĵ = 0

k̂ · î = î · k̂ = 0


î× ĵ = −ĵ × î = k̂

ĵ × k̂ = −k̂ × ĵ = î

k̂ × î = −î× k̂ = ĵ
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

1 2 3 4 5
1

2
3

4
5
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y

z
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

z

p(x, y, z)

î

ĵk̂
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

z

z

y

x

p(x, y, z)

î

ĵk̂
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵ

z

y

x

z

k̂

p(x, y, z)
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵk̂

z

y

x

z

k̂ r⃗

p(x, y, z)

۳۴۰ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵk̂

z

y

x

z

k̂ r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

x = î · r⃗

y = ĵ · r⃗

z = k̂ · r⃗

x, y, z ∈ R
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(تحلیلی) برداری جمع

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗±B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂)±(Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗±B⃗ = (Ax±Bx)̂i+ (Ay±By)ĵ + (Az±Bz)k̂

دوبعد در بردار دو جمع خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ

A⃗±B⃗ = (Axî+Ay ĵ)±(Bxî+By ĵ)

A⃗±B⃗ = (Ax±Bx)̂i+ (Ay±By)ĵ
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

دلخواه بردار

−−→
AB =?
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ

۳۴۰ / ۷۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

2.5

1 −−→
OB

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ

−−→
OB = 2.5̂i+ ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−→
OA+

−−→
AB =

−−→
OB

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

۳۴۰ / ۷۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

2.5

1 −−→
OB

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ

−−→
OB = 2.5̂i+ ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

−−→
AB = (2.5̂i+ ĵ)− (̂i+2ĵ)

−−→
AB = (2.5−1)̂i+(1−2)ĵ

−−→
AB = 1.5̂i− ĵ

۳۴۰ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

دلخواه بردار

−−→
AB =?

۳۴۰ / ۷۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

3

4

−→OA

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ

۳۴۰ / ۷۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

3

4

−→OA

4.5

3

−−→
OB

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ

−−→
OB = 4.5̂i+ 3ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−→
OA+

−−→
AB =

−−→
OB

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

۳۴۰ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

3

4

−→OA

4.5

3

−−→
OB

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ

−−→
OB = 4.5̂i+ 3ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

−−→
AB = (4.5̂i+3ĵ)−(3̂i+4ĵ)

−−→
AB = (4.5−3)̂i+(3−4)ĵ

−−→
AB = 1.5̂i− ĵ

۳۴۰ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗ · B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂) · (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗ · B⃗ = AxBxî · î+AxBy î · ĵ +AxBz î · k̂
+AyBxĵ · î+AyBy ĵ · ĵ +AyBz ĵ · k̂
+AzBxk̂ · î+AzByk̂ · ĵ +AzBzk̂ · k̂

۳۴۰ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ · B⃗ = AxBxî · î+AxBy î · ĵ +AxBz î · k̂
+AyBxĵ · î+AyBy ĵ · ĵ +AyBz ĵ · k̂
+AzBxk̂ · î+AzByk̂ · ĵ +AzBzk̂ · k̂

î · î = 1, î · ĵ = 0, î · k̂ = 0

ĵ · î = 0, ĵ · ĵ = 1, ĵ · k̂ = 0

k̂ · î = 0, k̂ · ĵ = 0, k̂ · k̂ = 1

۳۴۰ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

{
A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂
⇒ A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

دوبعد در داخلی ضرب خاص: }حالت
A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ
⇒ A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy

۳۴۰ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار اندازه ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · A⃗ = A2

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · A⃗ = A2
x +A2

y +A2
z

اینصورت در

A2 = A2
x +A2

y +A2
z ⇒ A =

√
A2

x +A2
y +A2

z

دوبعد در بردار اندازه خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ ⇒ A =
√
A2

x +A2
y

۳۴۰ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار یکه ی بردار ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

(هندسی) یکه بردار ▶

Â =
A⃗

A

که
A =

√
A2

x +A2
y +A2

z

اینصورت در
Â =

1

A
(Axî+Ay ĵ +Azk̂)

دوبعد در یکه بردار خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

Â =
1

A
(Axî+Ay ĵ) که A =

√
A2

x +A2
y

۳۴۰ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار دو بین زاویه ی ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

که

A =
√
A2

x +A2
y +A2

z و B =
√
B2

x +B2
y +B2

z

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

اینصورت در

AB cos θ = AxBx+AyBy+AzBz ⇒ cos θ =
AxBx +AyBy +AzBz

AB

۳۴۰ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
دوبعد در بردار دو بین زاویه خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ◀

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

که
A =

√
A2

x +A2
y و B =

√
B2

x +B2
y

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ◀

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy

اینصورت در

AB cos θ = AxBx +AyBy ⇒ cos θ =
AxBx +AyBy

AB

۳۴۰ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <
بصورت می توان را A⃗ بردار اینصورت در k̂ = ê3 و ĵ = ê2 ، î = ê1 اگر

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3

داریم B⃗ بردار برای ترتیب همین به .Az = A3 و Ay = A2 ، Ax = A1 که نوشت

B⃗ = B1ê1 +B2ê2 +B3ê3

.Bz = B3 و By = B2 ، Bx = B1 که
۳۴۰ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3 =
∑
i

Aiêi

B⃗ = B1ê1 +B2ê2 +B3ê3 =
∑
i

Biêi

A⃗ · B⃗ =

(∑
i

Aiêi

)
·

∑
j

Bj êj

 =
∑
i

∑
j

AiBj(êi · êj)

۳۴۰ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <
A⃗ · B⃗ =

∑
i

∑
j

AiBj(êi · êj)

دلتای−کرونکر تعریف

êi · êj = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j

A⃗ · B⃗ =
∑
i

∑
j

AiBjδij

۳۴۰ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <
A⃗ · B⃗ =

∑
i

∑
j

AiBj êi · êj

دلتای−کرونکر ∑خواص
i

fiδij = fj ,
∑
i

∑
j

gijδij =
∑
i

gii

A⃗ · B⃗ =
∑
i

∑
j

AiBjδij =
∑
i

AiBi

۳۴۰ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗× B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂)× (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗× B⃗ = AxBxî× î+AxBy î× ĵ +AxBz î× k̂

+AyBxĵ × î+AyBy ĵ × ĵ +AyBz ĵ × k̂

+AzBxk̂ × î+AzByk̂ × ĵ +AzBzk̂ × k̂

۳۴۰ / ۹۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = AxBxî× î+AxBy î× ĵ +AxBz î× k̂

+AyBxĵ × î+AyBy ĵ × ĵ +AyBz ĵ × k̂

+AzBxk̂ × î+AzByk̂ × ĵ +AzBzk̂ × k̂

î× î = 0, î× ĵ = k̂, î× k̂ = −ĵ
ĵ × î = −k̂, ĵ × ĵ = 0, ĵ × k̂ = î

k̂ × î = ĵ, k̂ × ĵ = −î, k̂ × k̂ = 0

۳۴۰ / ۹۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
داخلی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = AxByk̂ −AxBz ĵ

−AyBxk̂ +AyBz î

+AzBxĵ −AzBy î

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

۳۴۰ / ۹۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣
۳۴۰ / ۹۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Bx By Bz

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ = −B⃗ × A⃗

۳۴۰ / ۹۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3 =
∑
i

Aiêi

B⃗ = B1ê1 +B2ê2 +B3ê3 =
∑
i

Biêi

A⃗× B⃗ =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

Bj êj

 =
∑
i

∑
j

AiBj(êi × êj)

۳۴۰ / ۹۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <

A⃗× B⃗ =
∑
i

∑
j

AiBj(êi × êj)

لوی− چی ویتا نماد تعریف

êi × êj =
∑
k

ϵijkêk

A⃗× B⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjϵijkêk

۳۴۰ / ۹۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <

A⃗× B⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjϵijkêk

لوی− چی ویتا نماد خواص

ϵ123 = ϵ312 = ϵ231 = 1

ϵ132 = ϵ321 = ϵ213 = −1

ϵijkها دیگر = 0

۳۴۰ / ۹۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

اندیسی نمایش <

A⃗× B⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjϵijkêk

(A⃗×B⃗)l = (A⃗×B⃗)·êl =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjϵijkêk·êl =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjϵijkδkl

(A⃗× B⃗)l =
∑
i

∑
j

AiBjϵijl =
∑
i

∑
j

AiBjϵlij

۳۴۰ / ۹۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

V = A⃗× B⃗ · C⃗

V =

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣
۳۴۰ / ۱۰۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

V = A⃗× B⃗ · C⃗ =

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = C⃗ · A⃗× B⃗

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Cx Cy Cz

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
Bx By Bz

Cx Cy Cz

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣
A⃗× B⃗ · C⃗ = B⃗ × C⃗ · A⃗ = C⃗ × A⃗ · B⃗

C⃗ · A⃗× B⃗ = A⃗ · B⃗ × C⃗ = B⃗ · C⃗ × A⃗

۳۴۰ / ۱۰۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

اندیسی نمایش <

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3 =
∑
i

Aiêi

B⃗ = B1ê1 +B2ê2 +B3ê3 =
∑
i

Biêi

C⃗ = C1ê1 + C2ê2 + C3ê3 =
∑
i

Ciêi

A⃗× B⃗ · C⃗ =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

Bj êj

 ·

(∑
k

Ckêk

)

A⃗× B⃗ · C⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjCk(êi × êj) · êk

êi × êj =
∑
l

ϵijlêl

۳۴۰ / ۱۰۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

اندیسی نمایش <

A⃗× B⃗ · C⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjCk(êi × êj) · êk

êi × êj =
∑
l

ϵijlêl

A⃗× B⃗ · C⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjCk

(∑
l

ϵijlêl

)
· êk

A⃗× B⃗ · C⃗ =
∑
i

∑
j

∑
l

AiBjCkϵijl(êl · êk)

êl · êk = δlk

A⃗× B⃗ · C⃗ =
∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

AiBjCkϵijlδlk =
∑
i

∑
j

∑
k

AiBjCkϵijk

۳۴۰ / ۱۰۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

ByCz −BzCy BzCx −BxCz BxCy −ByCx

∣∣∣∣∣∣
A⃗× (B⃗ × C⃗) = î[Ay(BxCy −ByCx)−Az(BzCx −BxCz)]

+ ĵ[Az(ByCz −BzCy)−Ax(BxCy −ByCx)]

+ k̂[Ax(BzCx −BxCz)−Ay(ByCz −BzCy)]

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AyCy +AzCz)− îCx(ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AzCz +AxCx)− ĵCy(AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AxCx +AyCy)− k̂Cz(AxBx +AyBy)
۳۴۰ / ۱۰۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AyCy +AzCz)− îCx(ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AzCz +AxCx)− ĵCy(AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AxCx +AyCy)− k̂Cz(AxBx +AyBy)

و اضافه و دوم سطر به ĵAyByCy کردن کم و اضافه اول، سطر به îAxBxCx کردن کم و اضافه
سوم، سطر به k̂AzBzCz کردن کم

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AxCx +AyCy +AzCz)− îCx(AxBx +ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AyCy +AzCz +AxCx)− ĵCy(AyCy +AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AzCz +AxCx +AyCy)− k̂Cz(AzBzAxBx +AyBy)

۳۴۰ / ۱۰۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AxCx +AyCy +AzCz)− îCx(AxBx +ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AyCy +AzCz +AxCx)− ĵCy(AyCy +AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AzCz +AxCx +AyCy)− k̂Cz(AzBzAxBx +AyBy)

A⃗ · C⃗ = AxCx +AyCy +AzCz

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(A⃗ · C⃗)− îCx(A⃗ · B⃗)

+ ĵBy(A⃗ · C⃗)− ĵCy(A⃗ · B⃗)

+ k̂Bz(A⃗ · C⃗)− k̂Cz(A⃗ · B⃗)

۳۴۰ / ۱۰۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(A⃗ · C⃗)− îCx(A⃗ · B⃗)

+ ĵBy(A⃗ · C⃗)− ĵCy(A⃗ · B⃗)

+ k̂Bz(A⃗ · C⃗)− k̂Cz(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = (̂iBx + ĵBy + k̂Bz)(A⃗ · C⃗)− (̂iCx + ĵCy + k̂Cz)(A⃗ · B⃗)

B⃗ = îBx + ĵBy + k̂Bz

C⃗ = îCx + ĵCy + k̂Cz

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

۳۴۰ / ۱۰۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

اندیسی نمایش <

A⃗ = A1ê1 +A2ê2 +A3ê3 =
∑
i

Aiêi

B⃗ = B1ê1 +B2ê2 +B3ê3 =
∑
i

Biêi

C⃗ = C1ê1 + C2ê2 + C3ê3 =
∑
i

Ciêi

A⃗× (B⃗ × C⃗) =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

Bj êj

×

(∑
k

Ckêk

)
A⃗× (B⃗ × C⃗) =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

∑
k

BjCk(êj × êk)


êj × êk =

∑
l

ϵjklêl

۳۴۰ / ۱۰۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

اندیسی نمایش <

A⃗× (B⃗ × C⃗) =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

∑
k

BjCk(êj × êk)


êj × êk =

∑
l

ϵjklêl

A⃗× (B⃗ × C⃗) =

(∑
i

Aiêi

)
×

∑
j

∑
k

∑
l

BjCkϵjklêl


A⃗× (B⃗ × C⃗) =

∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

AiBjCkϵjklêi × êl

A⃗× (B⃗ × C⃗) =
∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

∑
m

AiBjCkϵjklϵilmêm

۳۴۰ / ۱۰۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

اندیسی نمایش <

A⃗× (B⃗ × C⃗) =
∑
i

∑
j

∑
k

∑
l

∑
m

AiBjCkϵjklϵilmêm

لوی− چی ویتا اتحادهای
ϵijk = −ϵjik∑

m

ϵijmϵklm = δikδjl − δilδjk

A⃗× (B⃗ × C⃗) =
∑
i

∑
j

∑
k

∑
m

AiBjCk

(∑
l

ϵjklϵilm

)
êm

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −
∑
i

∑
j

∑
k

∑
m

AiBjCk

(∑
l

ϵjklϵiml

)
êm

۳۴۰ / ۱۱۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

اندیسی نمایش <

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −
∑
i

∑
j

∑
k

∑
m

AiBjCk

(∑
l

ϵjklϵiml

)
êm

لوی− چی ویتا اتحادهای
ϵijk = −ϵjik∑

m

ϵijmϵklm = δikδjl − δilδjk

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −
∑
i

∑
j

∑
k

∑
m

AiBjCk (δijδkm − δikδjm) êm

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −
∑
i

∑
k

AiBiCkêk +
∑
i

∑
j

AiBjCiêj

۳۴۰ / ۱۱۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

اندیسی نمایش <

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −
∑
i

∑
k

AiBiCkêk +
∑
i

∑
j

AiBjCiêj

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −

(∑
i

AiBi

)(∑
k

Ckêk

)
+

(∑
i

AiCi

)∑
j

Bj êj


A⃗× (B⃗ × C⃗) = −(A⃗ · B⃗)C⃗ + (A⃗ · C⃗)B⃗

A⃗× (B⃗ × C⃗) = −C⃗(A⃗ · B⃗) + B⃗(A⃗ · C⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

۳۴۰ / ۱۱۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
θ = 30◦ جهت و 15 ⅿ اندازه ی دارای xy صفحه ی در r⃗ جابجایی بردار شکل مطابق مسئله− ۱:

آورید. بدست آنرا y مولفه ی ب) و x مولفه ی الف) است.

x

y

r⃗

θ x

y

x

y
r⃗

θ
x

y

x

y

r⃗

θ

sin θ =
مقابل ضلع

وتر
=
y

r
, cos θ =

مجاور ضلع
وتر

=
x

r{
x = r cos θ

y = r sin θ

۳۴۰ / ۱۱۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
A⃗+ B⃗ باشد. B⃗ = (13 ⅿ)̂i+ (7 ⅿ)ĵ و A⃗ = (4 ⅿ)̂i+ (3 ⅿ)ĵ اگر الف) مسئله− ۲:

آورید. بدست را A⃗+ B⃗ جهت ج) و اندازه ب) آورید. بدست یکه بردارهای حسب بر را

A⃗ = (4 ⅿ)̂i+ (3 ⅿ)ĵ

B⃗ = (13 ⅿ)̂i+ (7 ⅿ)ĵ

C⃗ = A⃗+ B⃗ = (17 ⅿ)̂i+ (10 ⅿ)ĵ

اندازه : |C⃗| =
√
C2
x + C2

y ⇒ |C⃗| =
√

172 + 102 ⅿ

جهت : θ = tan−1

(
Cy

Cx

)
⇒ θ = tan−1

(
10

17

)
رادیان

یکه بردار : Ĉ =
C⃗

|C⃗|
=
Cxî+ Cy ĵ√
C2
x + C2

y

⇒ Ĉ =
17√

172 + 102
î+

10√
172 + 102

ĵ

۳۴۰ / ۱۱۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل مسئله− ۳:
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

A⃗ = A cos θ1î+A sin θ1ĵ

B⃗ = B cos(θ1 + θ2)̂i+B sin(θ1 + θ2)ĵ

A = B

۳۴۰ / ۱۱۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل مسئله− ۳:
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

x

y

ϕ

r⃗

r⃗ = A⃗+ B⃗ = A[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]̂i+A[sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]ĵ

جهت : ϕ = tan−1[(cos θ1 + cos(θ1 + θ2))/(cos θ1 + cos(θ1 + θ2))]

۳۴۰ / ۱۱۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل مسئله− ۳:
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

x

y

ϕ

r⃗

r⃗ = A⃗+ B⃗ = A[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]̂i+A[sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]ĵ

اندازه : r = |r⃗| = A
√
[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]2 + [sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]2

۳۴۰ / ۱۱۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و y محور مثبت جهت در حاصل بردار شود. جمع C⃗ = 3̂i+ 4ĵ بردار با B⃗ بردار اگر مسئله− ۴:

آورید. بدست را B⃗ بردار اندازه ی است. C⃗ اندازه ی

C⃗ = 3̂i+ 4ĵ

C = |C⃗| =
√
9 + 16 = 5

B⃗ + C⃗ = Cĵ

B⃗ + (3̂i+ 4ĵ) = 5ĵ

B⃗ = −3̂i+ ĵ

B = |B⃗| =
√
9 + 1 =

√
10

۳۴۰ / ۱۱۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
بردار می شود. جمع 7 ⅿ اندازه ی به B⃗ بردار با و دارد قرار x محور راستای در A⃗ بردار مسئله− ۵:
بردار اندازه ی است. A⃗ بردار برابر سه آن اندازه ی و دارد قرار y محور مثبت جهت در جمع حاصل

آورید. بدست را A⃗
B = |B⃗| = 7

{
A⃗ = Aî

A⃗+ B⃗ = 3Aĵ
⇒ Aî+ B⃗ = 3Aĵ

B⃗ = Aî+ 3Aĵ ⇒ B⃗ = A(̂i+ 3ĵ)

B = |B⃗| = A
√
1 + 9

7 = A
√
10 ⇒ A =

7
√
10

10

۳۴۰ / ۱۱۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 2̂i+ 1ĵ + 3k̂ و A⃗ = 3̂i+ 3ĵ + 3k̂ بردار دو بین زاویه ی مسئله− ۶:

A⃗ = 3̂i+ 3ĵ + 3k̂

B⃗ = 2̂i+ 1ĵ + 3k̂

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz = 6 + 3 + 9

A =
√
A2

x +A2
y +A2

z =
√
27

B =
√
B2

x +B2
y +B2

z =
√
14

cos θ =
18√
27
√
14

⇒ θ = cos−1

(
18√

27
√
14

)
رادیان

۳۴۰ / ۱۲۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها
C⃗ = 7̂i − 8ĵ و B⃗ = −3̂i + 4ĵ + 2k̂ ، A⃗ = 2̂i + 3ĵ − 4k̂ بردار سه برای مسئله− ۷:

آورید. بدست 3C⃗ · (2A⃗× B⃗) را حاصل

A⃗ = 2̂i+ 3ĵ − 4k̂

B⃗ = −3̂i+ 4ĵ + 2k̂

C⃗ = 7̂i− 8ĵ

3C⃗ · (2A⃗× B⃗) =

∣∣∣∣∣∣
3Cx 3Cy 3Cz

2Ax 2Ay 2Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
21 −24 0
4 6 −8
−3 4 2

∣∣∣∣∣∣
3C⃗ · (2A⃗× B⃗) = 6C⃗ · (A⃗× B⃗) = 6

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣
7 −8 0
2 3 −4
−3 4 2

∣∣∣∣∣∣
۳۴۰ / ۱۲۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی مسئله− ۸:
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

a⃗ = aî

b⃗ = b cos(θ)̂i+ b sin(θ)ĵ

c⃗ = c cos(θ + π/2)̂i+ c sin(θ + π/2)ĵ = −c sin(θ)̂i+ c cos(θ)ĵ

۳۴۰ / ۱۲۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی مسئله− ۸:
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

c⃗ = pa⃗+ q⃗b

−c sin θî+ c cos θĵ = paî+ qb cos θî+ qb sin θĵ

۳۴۰ / ۱۲۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی مسئله− ۸:
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

c⃗ = pa⃗+ q⃗b :

{
−c sin θ = pa+ qb cos θ

c cos θ = qb sin θ
⇒

{
p = −c/a sin θ
q = c cos θ/b sin θ

۳۴۰ / ۱۲۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
F⃗ = و v⃗ = 2̂i + 4ĵ + 6k̂ ،q = 2 مقادیر ، F⃗ = qv⃗ × B⃗ رابطه ی در مسئله− ۹:

آورید. بدست را B⃗ بردار باشد، Bx = By اگر شده اند. داده 4̂i− 20ĵ + 12k̂

F⃗ = qv⃗ × B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = 2(2̂i+ 4ĵ + 6k̂)× B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = 2(2̂i+ 4ĵ + 6k̂)× (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

Bx = By = B

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (4̂i+ 8ĵ + 12k̂)× (Bî+Bĵ +Bzk̂)

4̂i− 20ĵ + 12k̂ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
4 8 12
B B Bz

∣∣∣∣∣∣
4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (8Bz − 12B)̂i+ (12B − 4Bz)ĵ + (−4B)k̂

۳۴۰ / ۱۲۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
F⃗ = و v⃗ = 2̂i + 4ĵ + 6k̂ ،q = 2 مقادیر ، F⃗ = qv⃗ × B⃗ رابطه ی در مسئله− ۹:

آورید. بدست را B⃗ بردار باشد، Bx = By اگر شده اند. داده 4̂i− 20ĵ + 12k̂

F⃗ = qv⃗ × B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (8Bz − 12B)̂i+ (12B − 4Bz)ĵ + (−4B)k̂


8Bz − 12B = 4

12B − 4Bz = −20

−4B = 12
8Bz + 36 = 4

−36− 4Bz = −20

B = −3

⇒

{
Bz = −4

B = −3

۳۴۰ / ۱۲۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی مسئله− ۱۰:
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

B⃗ = 0.5̂i+ 4.5ĵ

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy = 0.8 + 14.4 = 15.2

A =
√
A2

x +A2
y = 3.58, B =

√
B2

x +B2
y = 4.53

cos θ =
4.53

20.5
⇒ θ = cos−1

(
4.53

20.5

)
رادیان

۳۴۰ / ۱۲۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی مسئله− ۱۰:
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

C⃗ = Cxî+ Cy ĵ, C = |C⃗| =
√
C2
x + C2

y = 5

D⃗ = Dxî+Dy ĵ, D = |D⃗| =
√
D2

x +D2
y = 5{

C⃗ · A⃗ = 0

D⃗ · A⃗ = 0
⇒ C⃗ = D⃗ یا C⃗ = −D⃗

{
1.6Dx + 3.2Dy = 0

D2
x +D2

y = 25
⇒

{
Dx = −2Dy

D2
x +D2

y = 25
⇒

{
Dx = −2

√
5

Dy =
√
5

۳۴۰ / ۱۲۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی مسئله− ۱۰:
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

C⃗ = Cxî+ Cy ĵ, C = |C⃗| =
√
C2
x + C2

y = 5

D⃗ = Dxî+Dy ĵ, D = |D⃗| =
√
D2

x +D2
y = 5

{
C⃗ · A⃗ = 0

D⃗ · A⃗ = 0
⇒ C⃗ = −D⃗

D⃗ = −2
√
5̂i+

√
5ĵ ⇒ C⃗ = 2

√
5̂i−

√
5ĵ

۳۴۰ / ۱۲۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
A⃗×(A⃗×B⃗) اندازه ی باشد، 63◦ بردار دو بین زاویه ی Bو = 2.7 Aو = 3.9 اگر مسئله− ۱۱:

آورید. بدست را

A⃗× (A⃗× B⃗) = (A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗

[A⃗× (A⃗× B⃗)] · [A⃗× (A⃗× B⃗)] = [(A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗] · [(A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗]

|A⃗× (A⃗× B⃗)|2 = −A2(A⃗ · B⃗)2 +A4B2

|A⃗× (A⃗× B⃗)| = A

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

|A⃗× (A⃗× B⃗)| = A
√
A2B2 −A2B2 cos2 63◦ = A2B| sin 63◦|

۳۴۰ / ۱۳۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
C⃗ = 4̂i + 3ĵ + 2k̂ و B⃗ = −2̂i + 2ĵ + 3k̂ ، A⃗ = 5̂i + 4ĵ − 6k̂ اگر مسئله− ۱۲:
را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های باشند.
دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید. بدست

است؟ چقدر B⃗ و A⃗ بردار

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

C⃗ = 4̂i+ 3ĵ + 2k̂

r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ = 11̂i+ 5ĵ − 7k̂, r = |r⃗| =
√
195

:z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی

r⃗ · k̂ = r cos γ, γ = ∠(r⃗, k̂) ⇒ cos γ =
−7√
195

: B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی

A⃗ · B̂ = (5̂i+ 4ĵ − 6k̂) · −2̂i+ 2ĵ + 3k̂√
17

= − 20√
17

۳۴۰ / ۱۳۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
C⃗ = 4̂i + 3ĵ + 2k̂ و B⃗ = −2̂i + 2ĵ + 3k̂ ، A⃗ = 5̂i + 4ĵ − 6k̂ اگر مسئله− ۱۲:
را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های باشند.
دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید. بدست

است؟ چقدر B⃗ و A⃗ بردار

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : A⃗× B⃗

B⃗ و A⃗× B⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : B⃗ × (A⃗× B⃗)

B⃗ × (A⃗× B⃗) = B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

۳۴۰ / ۱۳۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
C⃗ = 4̂i + 3ĵ + 2k̂ و B⃗ = −2̂i + 2ĵ + 3k̂ ، A⃗ = 5̂i + 4ĵ − 6k̂ اگر مسئله− ۱۲:
را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های باشند.
دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید. بدست

است؟ چقدر B⃗ و A⃗ بردار

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : A⃗× B⃗

B⃗ و A⃗× B⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود یکه بردار : e =
B⃗ × (A⃗× B⃗)

|B⃗ × (A⃗× B⃗)|

ê =
B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

|B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗|
=

B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

B

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

۳۴۰ / ۱۳۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
C⃗ = 4̂i + 3ĵ + 2k̂ و B⃗ = −2̂i + 2ĵ + 3k̂ ، A⃗ = 5̂i + 4ĵ − 6k̂ اگر مسئله− ۱۲:
را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های باشند.
دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید. بدست

است؟ چقدر B⃗ و A⃗ بردار

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

ê · A⃗ =
B2A2 − (A⃗ · B⃗)2

B

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

=

√
B2A2 − (A⃗ · B⃗)2

B

ê · A⃗ =

√
A2 − (A⃗ · B̂)2

۳۴۰ / ۱۳۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در مسئله− ۱۳:
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = A cos(θ − θ′)

A′
y = A sin(θ − θ′)

۳۴۰ / ۱۳۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در مسئله− ۱۳:
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = A cos(θ − θ′) = A cos θ cos θ′ +A sin θ sin θ′

A′
y = A sin(θ − θ′) = A sin θ cos θ′ −A cos θ sin θ′

۳۴۰ / ۱۳۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در مسئله− ۱۳:
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = Ax cos θ
′ +Ay sin θ

′

A′
y = Ay cos θ

′ −Ax sin θ
′

۳۴۰ / ۱۳۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در مسئله− ۱۳:
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
A′

x = Ax cos θ
′ +Ay sin θ

′

A′
y = −Ax sin θ

′ +Ay cos θ
′ ⇒

[
A′

x

A′
y

]
=

[
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

] [
Ax

Ay

]

۳۴۰ / ۱۳۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در مسئله− ۱۳:
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

R′
θ =

[
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

]
,

[
A′

x

A′
y

]
= Rθ′

[
Ax

Ay

]

۳۴۰ / ۱۳۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق

A⃗(t) = Ax(t)̂i+Ay(t)ĵ +Az(t)k̂

t+∆t لحظه ی در

A⃗(t+∆t) = Ax(t+∆t)̂i+Ay(t+∆t)ĵ +Az(t+∆t)k̂

∆A⃗ = ∆Axî+∆Ay ĵ +∆Azk̂

∆Ax = Ax(t+∆t)−Ax(t)

∆Ay = Ay(t+∆t)−Ay(t)

∆Az = Az(t+∆t)−Az(t)

dA⃗

dt
= lim

∆t→0

∆A⃗

∆t
= lim

∆t→0

∆Ax

∆t
î+ lim

∆t→0

∆Ay

∆t
ĵ + lim

∆t→0

∆Az

∆t
k̂

۳۴۰ / ۱۴۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق

A⃗(t) = Ax(t)̂i+Ay(t)ĵ +Az(t)k̂ =
∑
i

Aiêi

dA⃗

dt
= lim

∆t→0

∆A⃗

∆t
= lim

∆t→0

∆Ax

∆t
î+ lim

∆t→0

∆Ay

∆t
ĵ + lim

∆t→0

∆Az

∆t
k̂

lim
∆t→0

∆Ax

∆t
=

dAx

dt

lim
∆t→0

∆Ay

∆t
=

dAy

dt

lim
∆t→0

∆Az

∆t
=

dAz

dt

dA⃗

dt
=

dAx

dt
î+

dAy

dt
ĵ +

dAz

dt
k̂ =

∑
i

dAi

dt
êi

ترتیب همین به

d2A⃗

dt2
=

d2Ax

dt2
î+

d2Ay

dt2
ĵ +

d2Az

dt2
k̂ =

∑
i

d2Ai

dt2
êi

۳۴۰ / ۱۴۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق
زمان با متغیر بردار مسئله− ۱۴:

A⃗(t) = îαt+ ĵβt2 + k̂γt3

آورید. بدست را d2A⃗
dt2

و dA⃗
dt دوم و اول زمانی مشتقهای ثابت اند. γ و β ،α است، معلوم

d

dt
A⃗(t) = îα+ 2ĵβt+ 3k̂γt2

d2

dt2
A⃗(t) = 2ĵβ + 6k̂γt

۳۴۰ / ۱۴۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردار مشتق

A⃗(t) = Ax(t)̂i+Ay(t)ĵ +Az(t)k̂ =
∑
i

Aiêi

اول مشتق
dA⃗

dt
=

dAx

dt
î+

dAy

dt
ĵ +

dAz

dt
k̂ =

∑
i

dAi

dt
êi

مفید: اتحادهای
d

dt
(A⃗± B⃗) =

dA⃗

dt
± dB⃗

dt

d

dt
(f(t)A⃗) =

df(t)

dt
A⃗+ f(t)

dA⃗

dt

d

dt
(A⃗ · B⃗) =

dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗ · dB⃗

dt

d

dt
(A⃗× B⃗) =

dA⃗

dt
× B⃗ + A⃗× dB⃗

dt

۳۴۰ / ۱۴۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردار مشتق

d

dt
(A⃗± B⃗) =

dA⃗

dt
± dB⃗

dt

d

dt
(A⃗± B⃗) =

d

dt

∑
i

(Ai ±Bi)êi

=
∑
i

(
dAi

dt
± dBi

dt
)êi

=
∑
i

dAi

dt
êi ±

∑
i

dBi

dt
êi

=
dA⃗

dt
± dB⃗

dt

۳۴۰ / ۱۴۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق

d

dt
(A⃗ · B⃗) =

dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗ · dB⃗

dt

d

dt
(A⃗ · B⃗) =

d

dt

∑
i

AiBi

=
∑
i

(
dAi

dt
Bi +Ai

dBi

dt
)

=
∑
i

dAi

dt
Bi +

∑
i

Ai
dBi

dt

=
dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗ · dB⃗

dt

۳۴۰ / ۱۴۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق

d

dt
(f(t)A⃗) =

df(t)

dt
A⃗+ f(t)

dA⃗

dt

d

dt
(f(t)A⃗) =

d

dt

∑
i

(fAi)êi

=
∑
i

(
df

dt
Ai + f

dAi

dt
)êi

=
∑
i

df

dt
Ai +

∑
i

f
dAi

dt
êi

=
df

dt

∑
i

Ai + f
∑
i

dAi

dt
êi

=
df

dt
A⃗+ f

dA⃗

dt

۳۴۰ / ۱۴۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردار مشتق

d

dt
(A⃗× B⃗) =

dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗× dB⃗

dt

d

dt
(A⃗× B⃗) =

d

dt

∑
ijk

ϵijkAiBj êk

=
∑
ijk

ϵijk(
dAi

dt
Bj +Ai

dBj

dt
)êk

=
∑
ijk

ϵijk
dAi

dt
Bj êk +

∑
ijk

ϵijkAi
dBj

dt
êk

=
dA⃗

dt
× B⃗ + A⃗× dB⃗

dt

۳۴۰ / ۱۴۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار

جابجایی: بردار

1 : t1, r⃗1

2 : t2, r⃗2

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت جابجایی

∆r⃗ = r⃗2 − r⃗1

دارد.

۳۴۰ / ۱۴۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار

جابجایی: بردار

1 : t1, r⃗1 = x1î+ y1ĵ

2 : t2, r⃗2 = x2î+ y2ĵ

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت جابجایی

∆r⃗ = r⃗2 − r⃗1

∆r⃗ = ∆xî+∆yĵ

∆r⃗ = (x2 − x1)̂i+ (y2 − y1)ĵ

۳۴۰دارد. / ۱۴۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار

متوسط: سرعت

v⃗متوسط =
∆r⃗

∆t

v⃗متوسط =
∆x

∆t
î+

∆y

∆t
ĵ

لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

v⃗متوسط

v⃗ = lim
∆→0

∆r⃗

∆t

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

۳۴۰ / ۱۵۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار
لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

vx = lim
∆→0

∆x

∆t
=

dx

dt

vy = lim
∆→0

∆y

∆t
=

dy

dt

v⃗ = vxî+ vy ĵ

است. حرکت مسیر بر مماس v⃗ بردار

سرعت جهت و اندازه
v =

√
v⃗ · v⃗ =

√
v2x + v2y

+x با سرعت زاویه ی : ϕ = tan−1

(
vy
vx

)
, v̂ =

v⃗

v
= î

vx√
v2x + v2y

+ĵ
vy√
v2x + v2y

۳۴۰ / ۱۵۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار
لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

vx = lim
∆→0

∆x

∆t
=

dx

dt

vy = lim
∆→0

∆y

∆t
=

dy

dt

v⃗ = vxî+ vy ĵ

است. حرکت مسیر بر مماس v⃗ بردار

v⃗ =
dx

dt
î+

dy

dt
ĵ +

dz

dt
k̂, v =

√
v2x + v2y + v2z , v̂ =

v⃗

v

سه بعد در لحظه ای سرعت

۳۴۰ / ۱۵۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت سرعتی تغییر

∆v⃗ = v⃗2 − v⃗1

∆v⃗ = ∆vxî+∆vy ĵ

∆v⃗ = (vx2−vx1 )̂i+(vy2−vy1)ĵ

دارد.

۳۴۰ / ۱۵۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار

متوسط: شتاب

a⃗متوسط =
∆v⃗

∆t

a⃗متوسط =
∆vx
∆t

î+
∆vy
∆t

ĵ

لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

a⃗متوسط

a⃗ = lim
∆→0

∆v⃗

∆t

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

۳۴۰ / ۱۵۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار
لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

ax = lim
∆→0

∆vx
∆t

=
dvx
dt

ay = lim
∆→0

∆vy
∆t

=
dvy
dt

a⃗ = axî+ ay ĵ

شتاب جهت و اندازه
a =

√
a⃗ · a⃗ =

√
a2x + a2y

+x با شتاب زاویه ی : ϕ = tan−1

(
ay
ax

)
, â =

a⃗

a
= î

ax√
a2x + a2y

+ĵ
ay√
a2x + a2y

۳۴۰ / ۱۵۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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شتاب و سرعت مکان، بردار
لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

ax = lim
∆→0

∆vx
∆t

=
dvx
dt

ay = lim
∆→0

∆vy
∆t

=
dvy
dt

a⃗ = axî+ ay ĵ

a⃗ =
dvx
dt

î+
dvy
dt

ĵ +
dvz
dt

k̂, a =
√
a2x + a2y + a2z, â =

a⃗

a

سه بعد در لحظه ای شتاب

۳۴۰ / ۱۵۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 

C مسیر روی بر A⃗ برداری میدان انتگرال :
∫
C
A⃗ · dr⃗

۳۴۰ / ۱۵۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 

C مسیر روی بر A⃗ برداری میدان انتگرال :
∫
C
A⃗ · dr⃗

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Az î

r⃗ = xî+ yĵ + zk̂

r⃗ = îdx+ ĵdy + k̂dz∫
C
A⃗ · dr⃗ =

∫
C
(Axdx+Aydy +Azdz)

x = x(s), y = y(s), z = z(s)∫
C
A⃗ · dr⃗ =

∫
C

(
Ax

dx

ds
+Ay

dy

ds
+Az

dz

ds

)
ds

۳۴۰ / ۱۵۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 
نیمدایره  طول امتداد در (R, 0) تا (−R, 0) از را F⃗ = axî+ bxyĵ خطی انتگرال مسئله− ۱:

کنید. محاسبه زیر

x
O

y

(R, 0)(−R, 0)

R

θ

∫
F⃗ · dr⃗ =

∫
(Fxdx+ Fydy) =

∫ (
Fx

dx

dθ
+ Fy

dy

dθ

)
dθ

x = R cos θ, y = R sin θ∫
F⃗ · dr⃗ =

∫ 0

π
(−FxR sin θ + FyR cos θ) dθ

۳۴۰ / ۱۵۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 
نیمدایره  طول امتداد در (R, 0) تا (−R, 0) از را F⃗ = axî+ bxyĵ خطی انتگرال مسئله− ۱۵:

کنید. محاسبه زیر

x = R cos θ, y = R sin θ∫
F⃗ · dr⃗ =

∫ 0

π
(−FxR sin θ + FyR cos θ) dθ

=

∫ 0

π

(
−aR2 cos θ sin θ + bR3 sin θ cos2 θ

)
dθ

= −aR2

∫ 0

π
cos θ sin θdθ + bR3

∫ 0

π
sin θ cos2 θdθ

= −aR2

[
1

2
sin2 θ

]0
π

+ bR3

[
−1

3
cos3 θ

]0
π

= 0− 2bR3

3

= −2bR3

3

۳۴۰ / ۱۶۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 
نیمدایره  طول امتداد در (R, 0) تا (−R, 0) از را F⃗ = x2yî+ xyĵ خطی انتگرال مسئله− ۱۶:

کنید. محاسبه زیر

x
O

y

(R, 0)(−R, 0)

R

θ

∫
F⃗ · dr⃗ =

∫
(Fxdx+ Fydy) =

∫ (
Fx

dx

dθ
+ Fy

dy

dθ

)
dθ

x = R cos θ, y = R sin θ∫
F⃗ · dr⃗ =

∫ 0

π
(−FxR sin θ + FyR cos θ) dθ

۳۴۰ / ۱۶۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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برداری گیری انتگرال 
نیمدایره  طول امتداد در (R, 0) تا (−R, 0) از را F⃗ = x2yî+ xyĵ خطی انتگرال مسئله− ۱۶:

کنید. محاسبه زیر

x = R cos θ, y = R sin θ∫
F⃗ · dr⃗ =

∫ 0

π
(−FxR sin θ + FyR cos θ) dθ

=

∫ 0

π

(
−R4 cos2 θ sin2 θ +R3 sin θ cos2 θ

)
dθ

= −R4

∫ 0

π
cos2 θ sin2 θdθ +R3

∫ 0

π
sin θ cos2 θdθ

= −1

8
R4

[
θ − 1

4
sin 4θ

]0
π

+R3

[
−1

3
cos3 θ

]0
π

=
πR4

8
− 2R3

3

۳۴۰ / ۱۶۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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گرادیان عملگر
پایا اسکار میدان

ϕ = ϕ(x, y, z)

فضایی گیری مشتق

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz

=

(
∂ϕ

∂x
î+

∂ϕ

∂y
ĵ +

∂ϕ

∂z
k̂

)
·
(
dxî+ dyĵ + dzk̂

)
اگر r⃗ = xî+ yĵ + zk̂ آنگاه dr⃗ = dxî+ dyĵ + dzk̂

dϕ =

([
î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

]
ϕ

)
· dr⃗

گرادیان عملگر

∇⃗ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

۳۴۰ / ۱۶۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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گرادیان عملگر
پایا اسکار میدان

ϕ = ϕ(x, y, z)

فضایی گیری مشتق

dϕ =

([
î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

]
ϕ

)
· dr⃗

گرادیان عملگر

∇⃗ = î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z

dϕ = ∇⃗ϕ · dr⃗

مقدار n̂ دلخواه جهت یک در است. سریعترین ϕ تغییرات آن در که است جهتی در ϕ گرادیان
می شود، داده زیر بصورت ϕ تغییرات

∇⃗ϕ · n̂
۳۴۰ / ۱۶۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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گرادیان عملگر
غیرپایا اسکار میدان

ϕ = ϕ(x, y, z, t)

فضایی گیری مشتق

dϕ =
∂ϕ

∂x
dx+

∂ϕ

∂y
dy +

∂ϕ

∂z
dz +

∂ϕ

∂t
dt

= ∇⃗ϕ · dr⃗ + ∂ϕ

∂t
dt

dϕ

dt
= ∇⃗ϕ · v⃗ + ∂ϕ

∂t
, v⃗ =

dr⃗

dt

یعنی نباشد، اسکالر میدان در صریح بطور زمان اگر نکته:

ϕ = ϕ(x, y, z)

صورت این در
dϕ

dt
= ∇⃗ϕ · v⃗

۳۴۰ / ۱۶۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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گرادیان عملگر
مفید اتحاد

f = f(r), r =
√
x2 + y2 + z2

آنگاه

∇⃗f(r) = df(r)

dr

r⃗

r

∇⃗f(r) = î
∂f

∂x
+ ĵ

∂f

∂y
+ k̂

∂f

∂z

استفاده زنجیری قاعده از منظور این برای نیست. z و y ، x مختصات از صریحی تابع f اینجا در
کنیم، می

∇⃗f(r) = î
∂f

∂r

∂r

∂x
+ ĵ

∂f

∂r

∂r

∂y
+ k̂

∂f

∂r

∂r

∂z

∇⃗f(r) = ∂f

∂r

[
î
∂r

∂x
+ ĵ

∂r

∂y
+ k̂

∂r

∂z

]
=

df

dr

[
î
∂r

∂x
+ ĵ

∂r

∂y
+ k̂

∂r

∂z

]
۳۴۰ / ۱۶۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

گرادیان عملگر
مفید اتحاد

∇⃗f(r) = df

dr

[
î
∂r

∂x
+ ĵ

∂r

∂y
+ k̂

∂r

∂z

]
∂r

∂x
=

x√
x2 + y2 + z2

⇒ ∂r

∂x
=
x

r

∂r

∂y
=

y√
x2 + y2 + z2

⇒ ∂r

∂y
=
y

r

∂r

∂z
=

z√
x2 + y2 + z2

⇒ ∂r

∂z
=
z

r

∇⃗f(r) = df

dr

[̂
i
x

r
+ ĵ

y

r
+ k̂

z

r

]
∇⃗f(r) = df

dr

r⃗

r

۳۴۰ / ۱۶۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر

z + dz

y + dy

x+ dx
(x, y, z)

dx

dy

dz

O x

y

z

۳۴۰ / ۱۶۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر
بصورت dV = dxdydz حجم گیرنده ی بر در سطوح از A⃗ برداری میدان عبوری شار

A⃗ · n̂dS ۱

است. dV حجم گیرنده ی بر در سطوح بر عمود و بیرون به رو یکه های بردار n̂ که می شود داده

x صفحه ی به ورودی شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · (−îdydz) = −Axdydz

x+ dx صفحه ی از عبوری شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · îdydz = Ax+dxdydz

y صفحه ی به ورودی شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · (−ĵdzdx) = −Aydzdx

y + dy صفحه ی از عبوری شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · ĵdzdx = Ay+dydzdx

z صفحه ی به ورودی شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · (−k̂dxdy) = −Azdxdy

z + dz صفحه ی از عبوری شار : A⃗ · n̂dS = A⃗ · k̂dxdy = Az+dzdxdy

۳۴۰ / ۱۶۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر

z + dz

y + dy

x+ dx
(x, y, z)

dx

dy

dz

O x

y

z

Ax Ax+dx = Ax +
(
∂Ax
∂x

)
dx

۳۴۰ / ۱۷۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر

x به ورودی شار : Axdydz

x+ dx از عبوری شار : Ax+dxdydz = Axdydz +

(
∂Ax

∂x

)
dxdydz

عبوری خالص شار = (x+ dx صفحه ی از عبوری −(شار (x صفحه ی به ورودی (شار

x جهت در dV حجم از عبوری خالص شار =

(
∂Ax

∂x

)
dxdydz =

(
∂Ax

∂x

)
dV

بطورکلی

y جهت در dV حجم از عبوری خالص شار =

(
∂Ay

∂y

)
dxdydz =

(
∂Ay

∂y

)
dV

و

z جهت در dV حجم از عبوری خالص شار =

(
∂Az

∂z

)
dxdzdz =

(
∂Az

∂z

)
dV

۳۴۰ / ۱۷۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر

dV حجم از عبوری خالص شار =

(
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z

)
dV

دیورژانس عملگرد :
∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
= ∇ · A⃗

که
∇⃗ = î

∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
و

dV حجم از عبوری خالص شار = ∇ · A⃗ dV ۲

داده زیر بصورت گیرنده بر در سطوح و حجم تمام روی جمع بندی همچنین و ۲ و ۱ رابطه ی از
∮می شود

∂Ω
A⃗ · n̂dS =

∫
Ω
∇ · A⃗ dV

می نامند. دیورژانس قضیه یا گاوس قضیه را آن که
۳۴۰ / ۱۷۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر
اگر

A⃗ = ρv⃗

است. (x, y, z) نقطه ی در آن چگالی ρ و پذیر تراکم سیال یک در سرعت v⃗ که

زمان واحد در خالص خروجی شارش : ∇ · (ρv⃗)dV
پیوستگی معادله

∂ρ

∂t
+∇ · (ρv⃗) = 0

کاهش باعث خارج به شارش که می کند بیان معادله این است. دیورژانس اصلی کابردهای از یکی
اینصورت در ρ = ρ(t) اگر است. ρ = ρ(x, y, z, t) کلی حالت در می شود. حجم درون چگالی

∂ρ

∂t
+ ρ∇ · v⃗ = 0

و ناپذیر تراکم سیال اینصورت در ρ = ρ0 = ثابت اگر و

است سیملوله ای v⃗ بردار : ∇ · v⃗ = 0

۳۴۰ / ۱۷۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ · r⃗ = 3

∇⃗ · r⃗ = ∂x

∂x
+
∂y

∂y
+
∂z

∂z

∂x

∂x
=
∂y

∂y
=
∂z

∂z
= 1

∇⃗ · r⃗ = 3

۳۴۰ / ۱۷۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ · ϕA⃗ = ∇⃗ϕ · A⃗+ ϕ∇⃗ · A⃗

∇⃗ · ϕA⃗ =
∂

∂x
(ϕAx) +

∂

∂y
(ϕAy) +

∂

∂z
(ϕAz)

∇⃗ · ϕA⃗ = (
∂ϕ

∂x
Ax + ϕ

∂Ax

∂x
) + (

∂ϕ

∂y
Ay + ϕ

∂Ay

∂y
) + (

∂ϕ

∂z
Az + ϕ

∂Az

∂z
)

∇⃗ · ϕA⃗ = (
∂ϕ

∂x
Ax +

∂ϕ

∂y
Ay +

∂ϕ

∂z
Az) + ϕ(

∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
)

∂ϕ

∂x
Ax +

∂ϕ

∂y
Ay +

∂ϕ

∂z
Az = ∇⃗ϕ · A⃗, ∂Ax

∂x
+
∂Ay

∂y
+
∂Az

∂z
= ∇⃗ · A⃗

∇⃗ · ϕA⃗ = ∇⃗ϕ · A⃗+ ϕ∇⃗ · A⃗
۳۴۰ / ۱۷۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیورژانس عملگر
مفید اتحاد

f = f(r), r⃗ = îx+ ĵy + k̂z, r =
√
x2 + y2 + z2

آنگاه

∇⃗ · f(r)r⃗ = 3f(r) + r
df(r)

dr

اتحاد از استفاده با
∇⃗ · ϕA⃗ = ∇⃗ϕ · A⃗+ ϕ∇⃗ · A⃗

داریم
∇⃗ · f(r)r⃗ = ∇⃗f(r) · r⃗ + f(r)∇⃗ · r⃗

می دانیم

∇⃗f(r) = df

dr

r⃗

r
, ∇⃗ · r⃗ = 3

بنابراین

∇⃗ · f(r)r⃗ = df

dr

r⃗

r
· r⃗ + 3f(r) = 3f(r) + r

df(r)

dr
۳۴۰ / ۱۷۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرل عملگر

x

y

z

y + dy

z + dz

x+ dx
(x, y, z)

۳۴۰ / ۱۷۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

x

y

z

B

C

D

F

G

A

E

۳۴۰ / ۱۷۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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کرل عملگر

x

y

z

B

C

D

F

G

A

E

۳۴۰ / ۱۷۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

x

y

z

B

C

D

F

G

A

E

۳۴۰ / ۱۸۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

x

y

z

B

C

D

F

G

A

E

۳۴۰ / ۱۸۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

∮
BCDEFGB

A⃗ · d⃗l =
∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l +
∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l +
∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l

∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l =
∫
AB

A⃗ · d⃗l +
∫
BC

A⃗ · d⃗l +
∫
CD

A⃗ · d⃗l +
∫
DA

A⃗ · d⃗l

∮
ADEFA

A⃗ · d⃗l =
∫
AD

A⃗ · d⃗l +
∫
DE

A⃗ · d⃗l +
∫
EF

A⃗ · d⃗l +
∫
FA

A⃗ · d⃗l

∮
AFGBA

A⃗ · d⃗l =
∫
AF

A⃗ · d⃗l +
∫
FG

A⃗ · d⃗l +
∫
GB

A⃗ · d⃗l +
∫
BA

A⃗ · d⃗l

۳۴۰ / ۱۸۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l =
∫
AB

A⃗ · d⃗l +
∫
BC

A⃗ · d⃗l +
∫
CD

A⃗ · d⃗l +
∫
DA

A⃗ · d⃗l

AB مسیر

d⃗l = ĵdy,

∫
Aydy

BC مسیر

d⃗l = k̂dz,

∫
Az(x, y + dy, z)dz =

∫ (
Az +

∂Az

∂y
dy

)
dz

CD مسیر

d⃗l = −ĵdy, −
∫
Aydy = −

∫ (
Ay +

∂Ay

∂z
dz

)
dy

DA مسیر

d⃗l = −k̂dz, −
∫
Azdz

۳۴۰ / ۱۸۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l =
∫
AB

A⃗ · d⃗l +
∫
BC

A⃗ · d⃗l +
∫
CD

A⃗ · d⃗l +
∫
DA

A⃗ · d⃗l

AB ∫مسیر
AB

A⃗ · d⃗l =
∫
Aydy

BC ∫مسیر
BC

A⃗ · d⃗l =
∫ (

Az +
∂Az

∂y
dy

)
dz =

∫
Azdz +

∫ (
∂Az

∂y

)
dydz

CD ∫مسیر
CD

A⃗ · d⃗l = −
∫ (

Ay +
∂Ay

∂z
dz

)
dy = −

∫
Aydy −

∫ (
∂Ay

∂z

)
dydz

DA ∫مسیر
DA

A⃗ · d⃗l = −
∫
Azdz

۳۴۰ / ۱۸۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر
AB ∫مسیر

AB
A⃗ · d⃗l =

∫
Aydy

BC ∫مسیر
BC

A⃗ · d⃗l =
∫
Azdz +

∫ (
∂Az

∂y

)
dydz

CD ∫مسیر
CD

A⃗ · d⃗l = −
∫
Aydy −

∫ (
∂Ay

∂z

)
dydz

DA ∫مسیر
DA

A⃗ · d⃗l = −
∫
Azdz∮

ABCDA
A⃗ · d⃗l =

∫ (
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
dydz

۳۴۰ / ۱۸۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر
∮
ABCDA

A⃗ · d⃗l =
∫ (

∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
dydz

و ADEFA بسته مسیر دو به را ABCDA مسیر روی انتگرال حل روش مشابه، بطور اگر
داریم کنیم، اعمال دیگر AFGBA∮

ABCDA
A⃗ · d⃗l =

∫ (
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dzdx∮

ABCDA
A⃗ · d⃗l =

∫ (
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy

∮
A⃗·d⃗l =

∮
BCDEFGB

A⃗·d⃗l =
∮
ABCDA

A⃗·d⃗l+
∮
ABCDA

A⃗·d⃗l+
∮
ABCDA

A⃗·d⃗l

∮
A⃗·d⃗l =

∫ (
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dzdx+

∫ (
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dzdx+

∫ (
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy

۳۴۰ / ۱۸۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

∮
A⃗ · d⃗l =

∫ (
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
dydz

+

∫ (
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂x

)
dzdx

+

∫ (
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
dxdy

کرل عملگر : ∇⃗ × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∮
A⃗ · d⃗l =

∫
∇⃗ × A⃗ · îdydz +

∫
∇⃗ × A⃗ · ĵdzdx+

∫
∇⃗ × A⃗ · k̂dxdy

استوکس قضیه :
∮
A⃗ · d⃗l =

∫
∇⃗ × A⃗ · dS⃗

۳۴۰ / ۱۸۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر

کرل: مفهوم بیان
در سیال در انتقالی حرکت بر علاوه چرخ دهیم، قرار سیال درون در کوچک دار پره چرخ که وقتی
گفته است، ∇⃗ × v⃗ آن در که سیالی به دارد. چرخیدن به تمایل است ∇⃗ × v⃗ ̸= 0 که نایحه ای
v⃗ که می شود گفته است، صفر جا همه در ∇⃗ × v⃗ که سیالی به دارد. چرخشی میدان v⃗ که می شود

ندارد. چرخشی میدان

وکس: است قضیه ی
این بوسیله که سطحی انتگرال با است برابر بسته منحنی یک روی برداری میدان یک خطی انتگرال

باشد. شده محصور ∮منحنی
A⃗ · d⃗l =

∫
∇⃗ × A⃗ · dS⃗

۳۴۰ / ۱۸۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ × r⃗ = 0

∇⃗ × r⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

x y z

∣∣∣∣∣∣
∇⃗ × r⃗ =

(
∂z

∂y
− ∂y

∂z

)
î+

(
∂x

∂z
− ∂z

∂x

)
ĵ +

(
∂y

∂x
− ∂x

∂y

)
k̂

∇⃗ × r⃗ = 0̂i+ 0ĵ + 0k̂

∇⃗ × r⃗ = 0

۳۴۰ / ۱۸۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کرل عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ × ϕA⃗ = ∇⃗ϕ× A⃗+ ϕ∇⃗ × A⃗

∇⃗ × ϕA⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ϕAx ϕAy ϕAz

∣∣∣∣∣∣
∇⃗ × ϕA⃗ =

(
∂ϕ

∂y
Az + ϕ

∂Az

∂y
− ∂ϕ

∂z
Ay − ϕ

∂Ay

∂z

)
î

+

(
∂ϕ

∂z
Ax + ϕ

∂Ax

∂z
− ∂ϕ

∂x
Az − ϕ

∂Az

∂z

)
ĵ

+

(
∂ϕ

∂x
Ay + ϕ

∂Ay

∂x
− ∂ϕ

∂y
Ax − ϕ

∂Ax

∂y

)
k̂

۳۴۰ / ۱۹۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرل عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ × ϕA⃗ =

(
∂ϕ

∂y
Az + ϕ

∂Az

∂y
− ∂ϕ

∂z
Ay − ϕ

∂Ay

∂z

)
î

+

(
∂ϕ

∂z
Ax + ϕ

∂Ax

∂z
− ∂ϕ

∂x
Az − ϕ

∂Az

∂z

)
ĵ

+

(
∂ϕ

∂x
Ay + ϕ

∂Ay

∂x
− ∂ϕ

∂y
Ax − ϕ

∂Ax

∂y

)
k̂

∇⃗ × ϕA⃗ =

(
∂ϕ

∂y
Az −

∂ϕ

∂z
Ay

)
î+ ϕ

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
î

+

(
∂ϕ

∂z
Ax −

∂ϕ

∂x
Az

)
ĵ + ϕ

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂z

)
ĵ

+

(
∂ϕ

∂x
Ay −

∂ϕ

∂y
Ax

)
k̂ + ϕ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂

۳۴۰ / ۱۹۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرل عملگر
مفید اتحاد

∇⃗ × ϕA⃗ =

(
∂ϕ

∂y
Az −

∂ϕ

∂z
Ay

)
î+ ϕ

(
∂Az

∂y
− ∂Ay

∂z

)
î

+

(
∂ϕ

∂z
Ax −

∂ϕ

∂x
Az

)
ĵ + ϕ

(
∂Ax

∂z
− ∂Az

∂z

)
ĵ

+

(
∂ϕ

∂x
Ay −

∂ϕ

∂y
Ax

)
k̂ + ϕ

(
∂Ay

∂x
− ∂Ax

∂y

)
k̂

∇⃗ × ϕA⃗ =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣∣+ ϕ

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣
∇⃗ × ϕA⃗ = ∇⃗ϕ× A⃗+ ϕ∇⃗ × A⃗

۳۴۰ / ۱۹۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کرل عملگر
مفید اتحاد

f = f(r), r⃗ = îx+ ĵy + k̂z, r =
√
x2 + y2 + z2

آنگاه

∇⃗ × f(r)r⃗ = 3f(r) + r
df(r)

dr

اتحاد از استفاده با
∇⃗ × ϕA⃗ = ∇⃗ϕ× A⃗+ ϕ∇⃗ × A⃗

داریم
∇⃗ × f(r)r⃗ = ∇⃗f(r)× r⃗ + f(r)∇⃗ × r⃗

می دانیم

∇⃗f(r) = df

dr

r⃗

r
, ∇⃗ × r⃗ = 0

بنابراین

∇⃗ × f(r)r⃗ =
df

dr

r⃗

r
× r⃗ + 0 = 0

۳۴۰ / ۱۹۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

p(r, θ)

x

yr

θ

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان }بردار

x = r cos θ

y = r sin θ

r⃗ = îx+ ĵy

r⃗ = îr cos θ + ĵr sin θ

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

۳۴۰ / ۱۹۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

p(r, θ)

r⃗
r̂

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

r⃗ = rr̂ ⇒ r̂ =
r⃗

r

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

|r̂| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1

۳۴۰ / ۱۹۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

p

r⃗

r̂

θ

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

r⃗ = rr̂ ⇒ r̂ =
r⃗

r

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

|r̂| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1

۳۴۰ / ۱۹۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

دوبعدی مختصات دستگاه هر برای کلی بطور ◀

مثال، برای دارد. وجود یکه بردار دو
دکارتی مختصات دستگاه در ، ĵ و î

می باشند. یکه بردارهای بعد دو در

مختصات دستگاه برای ترتیب همین به ◀

نیاز ،r̂ یکه بردار بر علاوه قطبی،
می باشد. نیز دیگر یکه بردار یک به

۳۴۰ / ۱۹۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

r

r̂

θ

مکان بردار
r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

هستند. عمود یکدیگر بر یکه  بردارهای ◀

دکارتی، مختصات دستگاه در مثال برای
عمودند. یکدیگر بر ĵ و î یکه بردارهای

î · ĵ = 0

مختصات دستگاه برای ترتیب همین به ◀

دارد وجود یکه ای بردار قطبی،
است. عمود r̂ یکه بردار بر که

۳۴۰ / ۱۹۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

تغییرات مثبت امتداد در یکه  بردارهای ◀

دستگاه در مثال برای هستند. مختصات
مثبت امتداد در î یکه بردار دکارتی، مختصات
در ĵ یکه بردار و است x محور تغییرات

است. y محور تغییرات مثبت امتداد

در r̂ قطبی، مختصات دستگاه در ◀

است. r⃗ بردار تغییرات مثبت امتداد

۳۴۰ / ۱۹۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂

θ
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ

|θ̂| = 1√
(− sin θ)2 + cos2 θ = 1

r̂ · θ̂ = 0

cos θ(− sin θ)+cos θ sin θ = 0

۳۴۰ / ۲۰۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂

θ
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ, |r̂| = 1

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ, |θ̂| = 1

r̂ · θ̂ = 0

مفید اتحادهای

dr̂

dθ
= θ̂,

dθ̂

dθ
= −r̂

۳۴۰ / ۲۰۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

r1

p1

θ1
x

y

r2

p2
θ2

r = r(t), θ = θ(t) :

{
p1 : r1 = r(t1), θ1 = θ(t1)

p2 : r2 = r(t2), θ2 = θ(t2)

۳۴۰ / ۲۰۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

x

y

p1
r1

r̂1

θ1

θ̂1

x

y

p2

r2

r̂2

θ̂2 θ2

r = r(t), θ = θ(t) :

{
p1 : r1 = r(t1), θ1 = θ(t1), r̂1 = r̂(θ1), θ̂1 = θ̂(θ1)

p2 : r2 = r(t2), θ2 = θ(t2), r̂2 = r̂(θ2), θ̂2 = θ̂(θ2)

۳۴۰ / ۲۰۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

d

dt
r⃗ =

d

dt
(rr̂)

v⃗ =
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt

زنجیری قاعده ی

v⃗ =
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dθ

dθ

dt

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

v⃗ =
dr

dt
r̂ + rθ̂

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

۳۴۰ / ۲۰۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

v⃗ = vrr̂ + vθθ̂{
vr = ṙ

vθ = rθ̇

d

dt
v⃗ =

d

dt
(ṙr̂) +

d

dt

(
rθ̇θ̂
)

a⃗ =
dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dt

زنجیری قاعده

a⃗ =
dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dθ

dθ

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dθ

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

r̈ =
dṙ

dt
, θ̇ =

dθ

dt

۳۴۰ / ۲۰۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

a⃗ =
dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dθ

dθ

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dθ

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

r̈ =
dṙ

dt
, θ̇ =

dθ

dt

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇
dr̂

dθ

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇2
dθ̂

dθ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

۳۴۰ / ۲۰۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇
dr̂

dθ

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇2
dθ̂

dθ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇θ̂

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂

+ (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

a⃗ = arr̂ + aθθ̂{
ar = r̈ − rθ̇2

aθ = 2ṙθ̇ + rθ̈

۳۴۰ / ۲۰۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂,

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

خلاصه بطور

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ

θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

با دایره ای مسیر بر ۱−حرکت خاص حالتهای
R ثابت شعاع

r = R, θ = θ(t)

r⃗ = Rr̂

v⃗ = Rθ̇θ̂

a⃗ = −Rθ̇2r̂ +Rθ̈θ̂

۳۴۰ / ۲۰۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂,

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

خلاصه بطور

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ

θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

با دایره ای مسیر بر ۲−حرکت خاص حالتهای
ω ثابت زاویه ای سرعت و R ثابت شعاع

r = R, θ = ωt+ θ0

r⃗ = Rr̂

v⃗ = Rωθ̂

a⃗ = −Rθ̇2r̂

شعاعی شتاب و مماسی سرعت

۳۴۰ / ۲۰۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه
از است عبارت قطبی مختصات در ذره ای مسیر معادله ی مسئله− ۱۷:

r(t) = bekt, θ(t) = ct

میان زاویه ی است، خارج به حرکت سوی که حالی در دهید نشان مثبت اند. ثابتهای c و k ،b که
بیابید). را v⃗·⃗a

va می ماند(راهنمائی: باقی ثابت شتاب بردار و سرعت بردار

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

آن در که
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ

و
ṙ = bkekt = kr, r̈ = bk2ekt = k2r

θ̇ = c, θ̈ = 0

۳۴۰ / ۲۱۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

v⃗ = r(kr̂ + cθ̂), |v⃗| = r
√
k2 + c2

a⃗ = r((k2 − c2)r̂ + 2kcθ̂), |⃗a| = r(k2 + c2)

برابر وشتاب سرعت داخلی حاصلضرب

v⃗ · a⃗ = r2(k3 + kc2)

برابر وشتاب سرعت بین زاویه ترتیب بدین

v⃗ · a⃗
|v⃗||⃗a|

=
k√

k2 + c2

۳۴۰ / ۲۱۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه
باشد، ثابت v سرعت بزرگی اگر که کنید بررسی آنجا از و ،v⃗ · a⃗ = vv̇ که دهید نشان مسئله− ۱۸:

عمودند. برهم ذره شتاب و سرعت بردار

v⃗ · v⃗ = v2

بگیریم d
dt بالا رابطه ی طرفین از اگر

dv⃗

dt
· v⃗ + v⃗ · dv⃗

dt
= 2vv̇

داریم a⃗ = dv⃗/dt شتاب تعریف به توجه با

2a⃗ · v⃗ = 2vv̇ ⇒ a⃗ · v⃗ = vv̇

است. صفر برابر a⃗ · v⃗ نتیجه در و v̇ = 0 صورت این در باشد، ثابت سرعت بزرگی اگر

۳۴۰ / ۲۱۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه
دهید نشان مسئله− ۱۹:

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = r⃗ · (v⃗ × ⃗̇a)·

می کنیم شروع بالا عبارت چپ سمت از

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] =

dr⃗

dt
· (v⃗ × a⃗) + r⃗ · (dv⃗

dt
× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = v⃗ · (v⃗ × a⃗) + r⃗ · (⃗a× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = a⃗ · (v⃗ × v⃗) + r⃗ · (⃗a× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

بنابراین است، صفر برابر بالا عبارت دوم و اول جمله

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

۳۴۰ / ۲۱۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه
می کند بیان زیر عبارت را شتاب مماسی مولفه دهید نشان مسئله− ۲۰:

aτ =
v⃗ · a⃗
v

·

مماسی یکه بردار بنابراین است سرعت بردار بر منطبق حرکت مسیر بر مماس بردار که آنجایی از
دو به بتوان را شتاب بردار اگر کلی حالت در نوشت. t̂ = v⃗

v بصورت می توان را حرکت مسیر بر
داریم ،(t̂ · n̂ = کرد(0 تجزیه n̂ آن بر عمود و t̂ راستای

a⃗ = ann̂+ att̂⇒ a⃗ = ann̂+ at
v⃗

v

کنید سرعت بردار ضربدر را بالا عبارت طرفین حالا

v⃗ · a⃗ = anv⃗ · n̂+ at
v⃗ · v⃗
v

کنیم تقسیم سرعت بزرگی بر را طرفین اگر

v⃗ · a⃗
v

= an
v⃗

v
· n̂+ at

v⃗ · v⃗
v2

⇒ v⃗ · a⃗
v

= ant̂ · n̂+ at ⇒ at =
v⃗ · a⃗
v

۳۴۰ / ۲۱۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه
دهید نشان مسئله− ۲۱:

|v⃗ × a⃗| = v3

ρ

است. متحرک یک  ذ   ره مسیر انحنای شعاع ρ که
داریم کرد، تجزیه وعمودی مماسی راستای دو به بتوان را شتاب اگر قبل، مسئله به توجه با

a⃗ = ann̂+ at
v⃗

v

کنید سرعت بردار در خارجی ضرب را بالا عبارت طرفین حالا

v⃗ × a⃗ = anv⃗ × n̂+ at
v⃗ × v⃗

v
⇒ v⃗ × a⃗ = anv⃗ × n̂

کنید تقسیم و ضرب سرعت بزرگی یک بالا راست سمت عبارت در سادگی برای

v⃗ × a⃗ = anv(
v⃗

v
× n̂) ⇒ v⃗ × a⃗ = anv(t̂× n̂)

۳۴۰ / ۲۱۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی−قطبی مختصات دستگاه

v⃗ × a⃗ = anv(
v⃗

v
× n̂) ⇒ v⃗ × a⃗ = anv(t̂× n̂)

برابر بالا برداری تساوی اندازه
|v⃗ × a⃗| = anv

بنابراین ،an = v2

ρ برابر ذره شعاعی شتاب باشد، ثابت ρ ذره مسیر انحنای شعاع اگر

|v⃗ × a⃗| = v3

ρ

۳۴۰ / ۲۱۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

x

y

z

îx+
ĵy

k̂z y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

x = î · r⃗

y = ĵ · r⃗

z = k̂ · r⃗

x, y, z ∈ R

۳۴۰ / ۲۱۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

x

y

z

√
x 2

+
y 2

√
x 2

+
y 2

y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

۳۴۰ / ۲۱۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

x

y

z ρ

ρ

y

x

z

r⃗

p(x, y, z)

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

r =
√
ρ2 + z2

۳۴۰ / ۲۱۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ
y

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x

۳۴۰ / ۲۲۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ
y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x{
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

۳۴۰ / ۲۲۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ
y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

ϕ = tan−1
(y
x

)
{
x = ρ cosϕ

y = ρ sinϕ

مکان بردار

r⃗ = îρ cosϕ+ĵρ sinϕ+k̂z

۳۴۰ / ۲۲۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂
k̂

y

ρ c
os
ϕ

x
ρ sinϕ

z

r⃗

p(ρ, ϕ, z)

ϕ

k̂

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2 =

√
ρ2 + z2

ρ =
√
x2 + y2

مکان بردار جهتهای

ϕ = tan−1
(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = ρ(̂i cosϕ+ ĵ sinϕ) + k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ, |ρ̂| = 1

r⃗ = ρρ̂+ k̂z
۳۴۰ / ۲۲۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

یکه بردارهای
دستگا ههای تمامی در یکه بردارهای یادآوری:

دستگاه در مثال برای هستند. راستگرد مختصات
یکه بردارهای راستگردی دکارتی مختصات

می شود، داده زیر بصورت

î× ĵ = k̂, ĵ × k̂ = î, k̂ × î = ĵ

با استوانه ای مختصات دستگاه در مکان بردار
شود، می داده k̂ و ρ̂ یکه بردارهای از استفاده

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

که
ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

صورتی صفحه ی داخل در k̂ و ρ̂ یکه بردارهای
می باشند. عمود یکدیگر بر و دارند قرار رنگ

۳۴۰ / ۲۲۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

یکه بردارهای

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

صورتی صفحه ی داخل در k̂ و ρ̂ یکه بردارهای
می باشند. عمود یکدیگر بر و دارند قرار رنگ

ρ̂ · k̂ = 0

بردارهای بر علاوه استوانه ای مختصات دستگاه در
تغییرات جهت در دیگری یکه بردار ،k̂ و ρ̂ یکه ی
می شود. داده نمایش ϕ̂ با که دارد وجود ϕ زاویه ی

رنگ صورتی صفحه ی بر عمود ϕ̂ یکه بردار
است،

k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

۳۴۰ / ۲۲۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

k̂ × ρ̂

ρ̂× k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

یکه بردارهای

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

است، رنگ صورتی صفحه ی بر عمود ϕ̂ یکه بردار

k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

بدست k̂ و ρ̂ خارجی ضرب از ϕ̂ یکه بردارهای
بنابراین می آید.

ρ̂× k̂ = î sinϕ− ĵ cosϕ

k̂ × ρ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

۳۴۰ / ۲۲۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂
ϕ̂

k̂

k̂ × ρ̂

ρ̂× k̂

y

x

z

r⃗

ϕ

یکه بردارهای

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

k̂ · ρ̂ = k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

ϕ تغییرات مثبت جهت در k̂ × ρ̂ شکل مطابق
است. ϕ تغییرات منفی جهت در ρ̂× k̂ و است

بنابراین

k̂ × ρ̂ = ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

راستگردی استوانه ای مختصات دستگاه برای
می شود، داده زیر بصورت یکه بردارهای

k̂ × ρ̂ = ϕ̂, ρ̂× ϕ̂ = k̂, ϕ̂× k̂ = ρ̂

۳۴۰ / ۲۲۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه

y

x

x

z ρ

ρ̂

k̂

ϕ̂

y

x

z

r⃗

ϕ

یکه بردارهای

r⃗ = ρρ̂+ k̂z

ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

k̂ · ρ̂ = k̂ · ϕ̂ = ρ̂ · ϕ̂ = 0

راستگردند، یکه بردارهای

k̂ × ρ̂ = ϕ̂

ρ̂× ϕ̂ = k̂

ϕ̂× k̂ = ρ̂

۳۴۰ / ۲۲۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

r⃗ = ρρ̂+ zk̂

d

dt
r⃗ =

d

dt
(ρρ̂) +

dz

dt
k̂

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρ

dρ̂

dt
+

dz

dt
k̂

زنجیری قاعده ی

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρ

dρ̂

dϕ

dϕ

dt
+

dz

dt
k̂

dρ̂

dϕ
= − sinϕî+ cosϕĵ = ϕ̂

v⃗ =
dρ

dt
ρ̂+ ρϕ̂

dϕ

dt
+

dz

dt
k̂

اگر

ρ̇ =
dρ

dt
, ϕ̇ =

dϕ

dt
, ż =

dz

dt

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

۳۴۰ / ۲۲۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ, dρ̂/dϕ = ϕ̂

dρ̂

dt
= ϕ̇ϕ̂

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

vρ = ρ̇

vϕ = ρϕ̇

vz = ż

۳۴۰ / ۲۳۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ, dρ̂/dϕ = ϕ̂

v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

d

dt
v⃗ =

d

dt
(ρ̇ρ̂) +

d

dt

(
ρϕ̇ϕ̂

)
+

dż

dt
k̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂+ ρϕ̇

dϕ̂

dt

+
dż

dt
k̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dż

dt
k̂

dϕ̂

dϕ
= −î cosϕ− ĵ sinϕ = −ρ̂

۳۴۰ / ۲۳۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ, dρ̂/dϕ = ϕ̂, dϕ̂/dϕ = −ρ̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dρ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt

+
dż

dt
k̂

a⃗ =
dρ̇

dt
ρ̂+ ρ̇

dϕ

dt
ϕ̂

+
dρ

dt
ϕ̇ϕ̂+ ρ

dϕ̇

dt
ϕ̂− ρϕ̇

dϕ

dt
ρ̂

+
dż

dt
k̂

ρ̇ =
dρ

dt
, ϕ̇ =

dϕ

dt

ρ̈ =
dρ̇

dt
, ϕ̈ =

dϕ̇

dt
, z̈ =

dż

dt

۳۴۰ / ۲۳۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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استوانه ای مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

ρ = ρ(t), ϕ = ϕ(t), z = z(t)

ρ̂ = cosϕî+ sinϕĵ, ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ, dρ̂/dϕ = ϕ̂, dϕ̂/dϕ = −ρ̂

dρ̂

dt
= ϕ̇ϕ̂,

dϕ̂

dt
= −ϕ̇ρ̂

a⃗ = ρ̈ρ̂+ ρ̇ϕ̇ϕ̂+ ρ̇ϕ̇ϕ̂+ ρϕ̈ϕ̂− ρϕ̇ϕ̇ρ̂+ z̈k̂

a⃗ = (ρ̈− ρϕ̇2)ρ̂+ (2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈)ϕ̂+ z̈k̂

aρ = ρ̈− ρϕ̇2

aϕ = 2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈

az = z̈

۳۴۰ / ۲۳۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

z r sin θ

r sin θ

y

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

θ

ϕ

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x

cos θ =
z

r

۳۴۰ / ۲۳۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

r sin θ sinϕ

z r sin θ

r sin θ

y

r s
in
θ c
os
ϕ

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار جهتهای و بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

tanϕ =
y

x
, cos θ =

z

r
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

مکان بردار

r⃗ = (r sin θ cosϕ)̂i

+ (r sin θ sinϕ)ĵ

+ (r cos θ)k̂

۳۴۰ / ۲۳۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

r sin θ sinϕ

z r sin θ

r sin θ

y

r s
in
θ c
os
ϕ

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار جهتهای و بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

tanϕ =
y

x
, cos θ =

z

r
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

مکان بردار

r⃗ = r[(sin θ cosϕ)̂i

+(sin θ sinϕ)ĵ

+(cos θ)k̂]

۳۴۰ / ۲۳۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

z

y

z

r

r̂

ϕ

θ

یکه بردارهای

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

(x, y, z) → (r, θ, ϕ)

ϕ = tan−1
(y
x

)
, θ = cos−1

(z
r

)
r =

√
x2 + y2 + z2

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

|r̂| = 1
۳۴۰ / ۲۳۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

z

y

z

r

r̂

ϕ̂

ϕ

θ

یکه بردارهای
r⃗ = rr̂

رنگ صورتی صفحه ی داخل در r̂ یکه بردار
است

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

جهت در یکه بردار کروی، مختصات دستگاه در
می شود. داده نمایش ϕ̂ با ϕ زاویه ی تغییرات

و رنگ صورتی صفحه ی بر عمود ϕ̂ یکه بردار
است، xy صفحه ی با موازی

r̂ · ϕ̂ = 0

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

۳۴۰ / ۲۳۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

z

y

z

r

r̂

ϕ̂

θ̂

ϕ

θ

یکه بردارهای
r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

ϕ̂ · r̂ = 0

جهت در یکه بردار کروی، مختصات دستگاه در
می شود. داده نمایش θ̂ با θ زاویه ی تغییرات

رنگ صورتی صفحه ی داخل در θ̂ یکه بردار
است، r̂ یکه بردار بر عمود و دارد قرار

θ̂ · r̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0

θ̂ = î cos θ cosϕ+ĵ cos θ sinϕ−k̂ sin θ

۳۴۰ / ۲۳۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی−کروی مختصات دستگاه

y

x

x

z

y

z

r

r̂

ϕ̂

θ̂

ϕ

θ

یکه بردارهای
r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ĵ cos θ sinϕ−k̂ sin θ

ϕ̂ · r̂ = θ̂ · r̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0

راستگردند، یکه بردارهای

r̂ × θ̂ = ϕ̂

θ̂ × ϕ̂ = r̂

ϕ̂× r̂ = θ̂

۳۴۰ / ۲۴۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ =
dr⃗

dt
=

dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt
= ṙr̂ + r

dr̂

dt

r̂ = r̂(θ, ϕ) : dr̂ =
∂r̂

∂θ
dθ +

∂r̂

∂ϕ
dϕ

dr̂

dt
=
∂r̂

∂θ

dθ

dt
+
∂r̂

∂ϕ

dϕ

dt
⇒ dr̂

dt
=
∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

v⃗ = ṙr̂ + r

(
∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

)
۳۴۰ / ۲۴۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + r

(
∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

)
∂r̂

∂θ
= î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ = θ̂ ⇒ ∂r̂

∂θ
= θ̂

∂r̂

∂ϕ
= sin θ(−î sinϕ+ ĵ cosϕ) = sin θϕ̂⇒ ∂r̂

∂ϕ
= sin θϕ̂

۳۴۰ / ۲۴۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + r

(
∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

)

مفید اتحادهای :
∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂r̂

∂ϕ
= sin θϕ̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θϕ̇ϕ̂

v2 = v⃗ · v⃗ = ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

۳۴۰ / ۲۴۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θϕ̇ϕ̂

a⃗ =
dv⃗

dt
= r̈r̂ + ṙ

dr̂

dt

+ ṙθ̇θ̂ ++rθ̈θ̂ + rθ̇
dθ̂

dt

+ ṙ sin θϕ̇ϕ̂+ r cos θθ̇ϕ̇ϕ̂+ r sin θϕ̈ϕ̂+ r sin θϕ̇
dϕ̂

dt

۳۴۰ / ۲۴۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θϕ̇ϕ̂

a⃗ =
dv⃗

dt
= r̈r̂ + ṙ(θ̇θ̂ + sin θϕ̇ϕ̂)

+ ṙθ̇θ̂ ++rθ̈θ̂ + rθ̇
dθ̂

dt

+ ṙ sin θϕ̇ϕ̂+ r cos θθ̇ϕ̇ϕ̂+ r sin θϕ̈ϕ̂+ r sin θϕ̇
dϕ̂

dt

۳۴۰ / ۲۴۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

dθ̂

dt
=
∂θ̂

∂θ

dθ

dt
+
∂θ̂

∂ϕ

dϕ

dt
=
∂θ̂

∂θ
θ̇ +

∂θ̂

∂ϕ
ϕ̇

مفید اتحادهای :
∂θ̂

∂θ
= −r̂, ∂θ̂

∂ϕ
= cos θϕ̂

dθ̂

dt
= −θ̇r̂ + cos θϕ̇ϕ̂

a⃗ =
dv⃗

dt
= r̈r̂ + ṙ(θ̇θ̂ + sin θϕ̇ϕ̂)

+ ṙθ̇θ̂ ++rθ̈θ̂ + rθ̇(−θ̇r̂ + cos θϕ̇ϕ̂)

+ ṙ sin θϕ̇ϕ̂+ r cos θθ̇ϕ̇ϕ̂+ r sin θϕ̈ϕ̂+ r sin θϕ̇
dϕ̂

dt
۳۴۰ / ۲۴۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

dϕ̂

dt
=

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt
=

dϕ̂

dϕ
ϕ̇

مفید اتحادهای :
dϕ̂

dϕ
= −(̂i cosϕ+ ĵ sinϕ) = − sin θr̂ − cos θθ̂

dθ̂

dt
= −ϕ̇ sin θr̂ − ϕ̇ cos θθ̂

a⃗ =
dv⃗

dt
= r̈r̂ + ṙ(θ̇θ̂ + sin θϕ̇ϕ̂)

+ ṙθ̇θ̂ ++rθ̈θ̂ + rθ̇(−θ̇r̂ + cos θϕ̇ϕ̂)

+ ṙ sin θϕ̇ϕ̂+ r cos θθ̇ϕ̇ϕ̂+ r sin θϕ̈ϕ̂+ r sin θϕ̇(−ϕ̇ sin θr̂ − ϕ̇ cos θθ̂)

۳۴۰ / ۲۴۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

dϕ̂

dt
=

dϕ̂

dϕ

dϕ

dt
=

dϕ̂

dϕ
ϕ̇

مفید اتحادهای :
dϕ̂

dϕ
= −(̂i cosϕ+ ĵ sinϕ) = − sin θr̂ − cos θθ̂

dθ̂

dt
= −ϕ̇ sin θr̂ − ϕ̇ cos θθ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2 − r sinθ ϕ̈)r̂

+ (rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θϕ̇2)θ̂

+ (r sin θϕ̈+ 2ṙ sin θϕ̇+ 2r cos θθ̇ϕ̇)ϕ̂

۳۴۰ / ۲۴۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کروی مختصات دستگاه
شتاب و سرعت

r̂ = î sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θϕ̇ϕ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2 − r sinθ ϕ̈)r̂

+ (rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θϕ̇2)θ̂

+ (r sin θϕ̈+ 2ṙ sin θϕ̇+ 2r cos θθ̇ϕ̇)ϕ̂

۳۴۰ / ۲۴۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
(یادآوری): بعد یک در پایستار نیروی

برابر برگشت) و رفت مسیر یک (یا بسته مسیر یک در F (x) نیروی بوسیله ی شده انجام کار −
باشد. صفر

Wکل =W
(1)
a→b +W

(2)
b→a = 0

Wکل =

∮
بسته مسیر

F (x)dx = 0

نقاط به فقط و باشد نداشته بستگی ذره حرکت مسیر به F (x) نیروی بوسیله ی شده انجام کار −
باشد. داشته بستگی حرکت مسیر انتهایی و ابتدایی

W
(1)
a→b =W

(2)
a→b

۳۴۰ / ۲۵۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پتانسیل انرژی تابع
(یادآوری): بعد یک در پایستار نیروی

وقتی مکان تابع نیروهای در

Wکل =

∮
بسته مسیر

F (x)dx = 0

بصورت نیرو تابع از را پتانسیل انرژی تابع می توان باشد،

V (x)− V (x0) = −
∫ x

x0

F (x)dx

از را نیرو تابع و می باشد نقطه آن در پتانسیل و مرجع نقطه بترتیب V (x0) و x0 که آورد بدست
بصورت پتانسیل انرژی تابع مشتق

F (x) = −dV

dx

آورد. بدست
۳۴۰ / ۲۵۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
(یادآوری): بعد یک در پایستار نیروی

وقتی انرژي پایستگی

Wکل =

∮
بسته مسیر

F (x)dx = 0

انرژی، و کار قضیه و پتانسیل انرژی تغییری از استفاده با می توان

∆V = −
∫ x

x0

F (x)dx

∆K =

∫ x

x0

F (x)dx

بصورت

∆K = −∆V ⇒ 1

2
mẋ2 + V (x) =

1

2
mẋ20 + V (x0) = E

آورد. بدست
۳۴۰ / ۲۵۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
بعد: سه و دو در پایستار نیروی

باشد، صفر برابر بسته مسیر یک در مکان تابع نیروهای کار وقتی

Wکل =

∮
بسته مسیر

F⃗ (r⃗) · dr⃗ = 0

داریم استوکس قضیه از استفاده ∮با
بسته مسیر

F⃗ (r⃗) · dr⃗ =
∫

∇⃗ × F⃗ · dS = 0 ⇒ ∇⃗× F⃗ = 0

بصورت پتانسیل انرژی اسکالر میدان از را نیرو تابع می توان

F = −∇⃗V

شرط که آورد بدست
∇⃗ × F⃗ = ∇⃗ × ∇⃗V = 0

می کند. برآورده را
۳۴۰ / ۲۵۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
بعد: سه و دو در پایستار نیروی

باشد، صفر برابر بسته مسیر یک در نیرو کار وقتی

Wکل =

∮
بسته مسیر

F⃗ (r⃗) · dr⃗ = 0

بصورت نیرو از را پتانسیل انرژی تابع می توان

V (r⃗)− V (r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ (r⃗) · dr⃗

می باشد. نقطه آن در پتانسیل و مرجع نقطه بترتیب V (r⃗0) و r⃗0 که کرد تعریف

۳۴۰ / ۲۵۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
بعد: سه و دو در پایستار نیروی

باشد، صفر برابر بسته مسیر یک در نیرو کار وقتی

Wکل =

∮
بسته مسیر

F⃗ (r⃗) · dr⃗ = 0

انرژی، و کار قضیه و پتانسیل انرژی تغییری از استفاده با را انرژی پایستگی می توان

∆V = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ (r⃗) · dr⃗

∆K =

∫ r⃗

r⃗0

F⃗ (r⃗) · dr⃗

بصورت

∆K = −∆V ⇒ 1

2
m(ẋ2+ẏ2+ż2)+V (x) =

1

2
m(ẋ20+ẏ

2
0+ż

2
0)+V (x0) = E

آورد. بدست
۳۴۰ / ۲۵۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۲:

F⃗ = axî+ byĵ + czk̂

می کنیم، بررسی را مربوطه نیرو بودن پایستار شرط اول قدم در

∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

ax by cz

∣∣∣∣∣∣ = 0

تعریف از استفاده با را پتانسیل انرژي تابع می توان ∇⃗ × F⃗ شدن صفر برابر از

V (r⃗)− V (r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗

آورد. بدست

۳۴۰ / ۲۵۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۲:

F⃗ = axî+ byĵ + czk̂

تعریف از استفاده با را پتانسیل انرژي تابع می توان

V (r⃗)− V (r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗

آورد. بدست

V1 = −
∫
Fxdx+ C1(y, z) = −1

2
ax2 + C1(y, z)

V2 = −
∫
Fydy + C2(z, x) = −1

2
by2 + C2(z, x)

V3 = −
∫
Fzdz + C3(x, y) = −1

2
cz2 + C3(x, y)

۳۴۰ / ۲۵۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۲:

F⃗ = axî+ byĵ + czk̂

V1 = −
∫
Fxdx+ C1(y, z) = −1

2
ax2 + C1(y, z) ۱

V2 = −
∫
Fydy + C2(z, x) = −1

2
by2 + C2(z, x) ۲

V3 = −
∫
Fzdz + C3(x, y) = −1

2
cz2 + C3(x, y) ۳

بصورت را ۳ و ۲ ، ۱ روابط از می توان را پتانسیل تابع برای سازگار و کلی عبارت یک

V = −1

2
(ax2 + by2 + cz2) + C

می باشد. ثابت کمیت یک Cکه
۳۴۰ / ۲۵۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۳:

F⃗ = −yzî− xzĵ − xyk̂

می کنیم، بررسی را مربوطه نیرو بودن پایستار شرط اول قدم در

∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

−yz −zx −xy

∣∣∣∣∣∣ = 0

تعریف از استفاده با را پتانسیل انرژي تابع می توان ∇⃗ × F⃗ شدن صفر برابر از

V (r⃗)− V (r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗

آورد. بدست

۳۴۰ / ۲۵۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۳:

F⃗ = −yzî− xzĵ − xyk̂

V1 = −
∫
Fxdx+ C1(y, z) = xyz + C1(y, z) ۱

V2 = −
∫
Fydy + C2(z, x) = xyz + C2(z, x) ۲

V3 = −
∫
Fzdz + C3(x, y) = xyz + C3(x, y) ۳

بصورت را ۳ و ۲ ، ۱ روابط از می توان را پتانسیل تابع برای سازگار و کلی عبارت یک

V = xyz + C

می باشد. ثابت کمیت یک Cکه

۳۴۰ / ۲۶۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۴:

F⃗ = (3ayz3 − 20bx3y2)̂i+ (3axz3 − 10bx4y)ĵ + 9axz2yk̂

می کنیم، بررسی را مربوطه نیرو بودن پایستار شرط اول قدم در

∇⃗ × F⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

3ayz3 − 20bx3y2 3axz3 − 10bx4y 9axz2y

∣∣∣∣∣∣
= (9axz2 − 9axz2)̂i+ (9ayz2 − 9ayz2)ĵ

+ (3az3 − 40bx3y − 3az3 + 40bx3y)k̂ = 0

تعریف از استفاده با را پتانسیل انرژي تابع می توان ∇⃗ × F⃗ شدن صفر برابر از

V (r⃗)− V (r⃗0) = −
∫ r⃗

r⃗0

F⃗ · dr⃗

آورد. بدست
۳۴۰ / ۲۶۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
کنید. پیدا را متناظر پتانسیل و است پایستار زیر نیرو دهید نشان مسئله− ۲۴:

F⃗ = (3ayz3 − 20bx3y2)̂i+ (3axz3 − 10bx4y)ĵ + 9axz2yk̂

V1 = −
∫
Fxdx+ C1(y, z) = −3axyz3 + 5bx4y2 + C1(y, z) ۱

V2 = −
∫
Fydy + C2(z, x) = −3axyz3 + 5bx4y2 + C2(z, x) ۲

V3 = −
∫
Fzdz + C3(x, y) = −3axyz3 + C3(x, y) ۳

بصورت را ۳ و ۲ ، ۱ روابط از می توان را پتانسیل تابع برای سازگار و کلی عبارت یک

V = −3axyz3 + 5bx4y2 + C

می باشد. ثابت کمیت یک Cکه

۳۴۰ / ۲۶۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پتانسیل انرژی تابع
به و می کند حرکت B به A از R شعاع به نیمدایره ای مسیر یک روی m جرم به ذره  ای مسئله− ۲۵:
آن بطرف A حرکت شروع نقطه از فاصله اش با متناسب نیروی فاصله ی با متناسب نیروی وسیله ی
مقابل در شده انجام کار است. F0 نیرو این مقدار می رسد. B نقطه ی به ذره وقتی می شود. جذب

کنید. محاسبه می کند، حرکت B به A از نیمدایره ای مسیر این روی در ذره که وقتی را نیرو این

O AB F0

R
r

F

θ

فاصله با متناسب نیروی بزرگی
F (r) = kr

مسئله فرض به توجه با

F (r = 2R) = F0 ⇒ k = F0/2R
بنابراین

F (r) = F0r/2R

۳۴۰ / ۲۶۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
مسئله− ۲۵:

O AB F0

R
r

F

θ

F (r) = F0r/2R

برداری جمع : OC + CA = OA

R(cos θî+ sin θĵ) + r⃗ = Rî

r⃗ = R(1− cos θ)̂i−R sin θĵ

r = R
√
2− 2 cos θ

F (r) = F0

√
2− 2 cos θ/2

۳۴۰ / ۲۶۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
مسئله− ۲۵:

O AB F0

R
r

F

θ

r⃗ = R(1− cos θ)̂i−R sin θĵ

r = R
√
2− 2 cos θ

F (r) = F0

√
2− 2 cos θ/2

F⃗ (r⃗) = F (r)r̂ = (F0/2)[(1− cos θ)̂i− sin θĵ]

dr⃗ = θ̂Rdθ = (− sin θî+ cos θĵ)Rdθ

W =

∫ B

A
F⃗ · dr⃗ = (F0R/2)

∫ π

0
[− sin θ]dθ = (F0R/2)[cos θ]

π
0 = −F0R

۳۴۰ / ۲۶۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
از شده انجام کار شود. می جذب مبدا بطرف F = k/y نیروی با شکل مطابق ذره ای مسئله− ۲۶:

کنید. محاسبه را C به سپس و B به A

x

y

A(0, a)
B(2a, a)

C(2a, 0)

dx

F
dy

F

B به A مسیر : y = a, dr⃗ = îdx

F⃗ =
k

a

(−xî− aĵ)√
x2 + a2

WA→B = −k
a

∫ 2a

0

xdx√
x2 + a2

= −k
a
[
√
x2 + a2]2a0 = −k(

√
5− 1)

۳۴۰ / ۲۶۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
از شده انجام کار شود. می جذب مبدا بطرف F = k/y نیروی با شکل مطابق ذره ای مسئله− ۲۶:

کنید. محاسبه را C به سپس و B به A

x

y

A(0, a)
B(2a, a)

C(2a, 0)

dx

F
dy

F

C به B مسیر : x = 2a, dr⃗ = ĵdy

F⃗ =
k

y

(−2aî− yĵ)√
4a2 + y2

WB→C = −k
∫ 0

a

dy√
4a2 + y2

۳۴۰ / ۲۶۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پتانسیل انرژی تابع
مسئله− ۲۶:

WB→C = −k
∫ 0

a

dy√
4a2 + y2

y = 2a tan θ ⇒ dy = 2a(1 + tan2 θ)dθ∫
dy√

4a2 + y2
=

∫
dθ

cos θ
= ln (sec θ + tan θ) = ln(

√
y2 + 4a2 + y

2a
)

WB→C = −k
∫ 0

a

dy√
4a2 + y2

= −k

[
ln

(√
y2 + 4a2 + y

2a

)]0
a

= k ln

(√
5 + 1

2

)

W =WB→C +WB→C = −k(
√
5− 1) + k ln

(√
5 + 1

2

)

۳۴۰ / ۲۶۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
در شده انجام کار شود. می جذب مبدا بطرف F = k/y نیروی با شکل مطابق ذره ای مسئله− ۲۷:

کنید. محاسبه را B به A از شکل بیضی مسیر طول

x

y

B(2a, 0)

A(0, a)

F
θ

r⃗ = (2a sin θ)̂i+ (a cos θ)ĵ

dr⃗ = [2 cos θî− sin θĵ]adθ

F⃗ = − k

2a cos θ

(2a sin θ)̂i+ (a cos θ)ĵ√
a2 + 3a2 sin2 θ

۳۴۰ / ۲۶۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
مسئله− ۲۷:

x

y

B(2a, 0)

A(0, a)

F
θ

r⃗ = (2a sin θ)̂i+ (a cos θ)ĵ

dr⃗ = [2 cos θî− sin θĵ]adθ

F⃗ = − k

a cos θ

(2a sin θ)̂i+ (a cos θ)ĵ√
a2 + 3a2 sin2 θ

W =

∫ B

A
F⃗ · dr⃗ = −3k

∫ π/2

0

sin θ√
1 + 3 sin2 θ

dθ

۳۴۰ / ۲۷۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پتانسیل انرژی تابع
مسئله− ۲۷:

W = −3k

∫ π/2

0

sin θ√
1 + 3 sin2 θ

dθ

u = cos θ ⇒ du = − sin θdθ∫
sin θ√

1 + 3 sin2 θ
dθ = −

∫
du√

4− 3u2
= −1

2

∫
du√

1− (
√
3u/2)2

sinϕ =

√
3

2
u⇒ 2√

3
cosϕdϕ = du

−1

2

∫
du√

1− (
√
3u/2)2

= − 1√
3

∫
dϕ = − 1√

3
ϕ = − 1√

3
sin−1

(√
3

2
cos θ

)

W = −3k

∫ π/2

0

sin θ√
1 + 3 sin2 θ

dθ =
√
3k

[
sin−1

(√
3

2
cos θ

)]π/2
0

= − kπ√
3

۳۴۰ / ۲۷۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نیرو گشتاور
بعد دو در

O
x

y

r⃗

p

F⃗

θ

τ⃗O = r⃗ × F⃗

τO = rF sin θ

۳۴۰ / ۲۷۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نیرو گشتاور
بعد سه در

N ′

N

n̂

r⃗

F⃗

F⃗⊥

F⃗∥

F⃗⊥ = F⃗ − F⃗∥

F⃗⊥ = F⃗ − n̂(F⃗ · n̂)
r⃗×F⃗⊥ = r⃗×F⃗ − r⃗×n̂(F⃗ · n̂)

۳۴۰ / ۲۷۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نیرو گشتاور
بعد سه در

N ′

N

n̂

r⃗

F⃗

F⃗⊥

F⃗∥

r⃗×F⃗⊥ = r⃗×F⃗ − r⃗×n̂(F⃗ · n̂)
r⃗ × n̂ = 0 ⇒ r⃗ × F⃗⊥ = r⃗ × F⃗

τ⃗N ′N = r⃗ × F⃗ = r⃗ × F⃗⊥

۳۴۰ / ۲۷۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک

m
d2r⃗

dt2
= F⃗ (r⃗, v⃗, t)

بعد هر در

m
d2x

dt2
= Fx(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)

m
d2y

dt2
= Fy(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)

m
d2z

dt2
= Fz(x, y, z, ẋ, ẏ, ż, t)

حل را (v0x, v0y, v0z) اولیه سرعت و (x0, y0, z0) اولیه مکان برای را بالا شده ی جفت معادلات
روشهای و کامپیوتر کمک به موارد اکثر در را آنها معمولا و است مشکل معادلات این حل می کنند.

می کنند. حل عددی

۳۴۰ / ۲۷۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک

m
d2r⃗

dt2
= F⃗ (r⃗, v⃗, t)

یعنی باشد، آن مشتق و متناظر مختصه  تابع فقط نیرو مولفه های اگر

m
d2x

dt2
= Fx(x, ẋ, t)

m
d2y

dt2
= Fy(yẏ, t)

m
d2z

dt2
= Fz(z, ż, t)

روشهای با ابتدایی فصول در که می شود مستقل بعدی یک معادله سه به تبدیل شده ی جفت معادلات
نیروها مولفه های که برد نام را بعدی سه  هماهنگ نوسانگر می توان مورد این در شده ایم. آشنا آن حل

بصورت
Fx = −kxx, Fy = −kyy, Fz = −kzz

است.
۳۴۰ / ۲۷۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

ky

m

ky

kx

kx
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
بصورت دوبعدی نوسانگر پتانسیل

V (x, y) =
1

2
kxx

2 +
1

2
kyy

2

،kx = ky = k برابرند، یکدیگر با کشسانی ثوابت می کنیم فرض می شود. داده

Fx = −∂V
∂x

= −kx, Fy = −∂V
∂y

= −ky

می شود، داده زیر بصورت راستا هر در حرکت معادلات

mẍ = −kx

mÿ = −ky
ω2 = k/m اگر

x = A cos(ωt+ α)

y = B cos(ωt+ β)

می شوند. تعیین اولیه شرایط با β و α اولیه ی فازهای و B و A دامنه های که
۳۴۰ / ۲۷۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

x = A cos(ωt+ α)

y = B cos(ωt+ β)

فاز اختلاف اگر کنیم. حذف بالا معادلات در را t باید حرکت مسیر معادله آوردن بدست برای
بنابراین باشد، ∆ = β − α

x = A cos(ωt+ α)

y = B cos(ωt+∆+ α)

که
x/A = cos(ωt+ α) ۱

y/B = cos(ωt+ α) cos∆− sin(ωt+ α) sin∆ ۲

می دهیم، قرار ۲ عبارت در ۱ عبارت از ،t حذف برای

y/B = x/A cos∆−
√
1− (x/A)2 sin∆

۳۴۰ / ۲۷۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

y

B
=
x

A
cos∆−

√
1− x2

A2
sin∆

y

B
− x

A
cos∆ = −

√
1− x2

A2
sin∆

برسانیم دو توان به را طرفین

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
cos2∆ =

(
1− x2

A2

)
sin2∆

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
= sin2∆

می باشد. ذره حرکت مسیر معادله ی که

۳۴۰ / ۲۸۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

دوم درجه معادله بصورت مخروطی مقاطع معادله کلی حالت در

ax2 + bxy + cy2 + dx+ ey = f

می شود، مشخص b2−4ac مشخصه ی معادله علامت تعیین با آن نوع که می شود، داده

است. بیضی نماینگر دوم درجه معادله b2 − 4ac < 0 اگر ◀

است. سهمی نماینگر دوم درجه معادله b2 − 4ac = 0 اگر ◀

است. هزلولی نماینگر دوم درجه معادله b2 − 4ac > 0 اگر ◀

مخروطی مقاطع معادله
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
حرکت مسیر معادله ی

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
= sin2∆

مشخصه معادله : b2 − 4ac =
4 cos2∆

A2B2
− 4

A2B2
= −4 sin2∆

A2B2
< 0

است. بیضی یک ذره حرکت مسیر معادله بنابراین

x

y

−A
A

−B

B

ψ
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
حرکت مسیر معادله ی

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
= sin2∆

معادله به پریمدار دستگاه در بالا معادله داریم انتظار شود چرخیده ψ اندازه به دستگاه )اگر
x′

A′

)2

+

(
y′

B′

)2

= 1

یعنی است. بیضی یک معادله که شود منجر

x′ = x cosψ + y sinψ

y′ = −x sinψ + y cosψ

و

x = x′ cosψ − y′ sinψ

y = x′ sinψ + y′ cosψ

۳۴۰ / ۲۸۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
حرکت مسیر معادله ی

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
= sin2∆ ۱

x = x′ cosψ − y′ sinψ

y = x′ sinψ + y′ cosψ

داریم ۱ معادله داخل در بالا معادله دادن قرار با

(x′ sinψ + y′ cosψ)2

B2
+

(x′ cosψ − y′ sinψ)2

A2

− 2(x′ cosψ − y′ sinψ)(x′ sinψ + y′ cosψ)

AB
cos∆

= sin2∆
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
)و

sin2 ψ

B2
+

cos2 ψ

A2
− sin 2ψ

AB

)
x′2 +

(
cos2 ψ

B2
+

sin2 ψ

A2
+

sin 2ψ

AB

)
y′2

+

(
sin 2ψ

B2
− sin 2ψ

A2
− 2 cos∆

cos 2ψ

AB

)
x′y′ = sin2∆

گیرد قرار صفر برابر باید x′y′ ضریب پریمدار دستگاه در

sin 2ψ

B2
− sin 2ψ

A2
− 2 cos∆

cos 2ψ

AB
= 0

یا

tan 2ψ =
2AB cos∆

A2 −B2
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
A ̸= B حرکت مسیر معادله ی

y2

B2
− xy

2 cos∆

AB
+
x2

A2
= sin2∆

∆ = 90◦ اگر

y2

B2
+
x2

A2
= 1

∆ = 0◦ اگر

y =
B

A
x

∆ = 180◦ اگر

y = −B
A
x

۳۴۰ / ۲۸۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

∆ = 0◦ ∆ = 30◦

∆ = 60◦ ∆ = 90◦
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

∆ = 90◦ ∆ = 120◦

∆ = 150◦ ∆ = 180◦
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
A = B وقتی حرکت مسیر معادله ی

y2

A2
− xy

2 cos∆

A2
+
x2

A2
= sin2∆

∆ = 90◦ اگر

y2 + x2 = A2

∆ = 0◦ اگر

y = x

∆ = 180◦ اگر

y = −x

۳۴۰ / ۲۸۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

∆ = 0◦ ∆ = 30◦

∆ = 60◦ ∆ = 90◦
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک

∆ = 90◦ ∆ = 120◦

∆ = 150◦ ∆ = 180◦

۳۴۰ / ۲۹۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
بصورت دوبعدی نوسانگر پتانسیل

V (x, y) =
1

2
kxx

2 +
1

2
kyy

2

،kx ̸= ky نباشند، برابر یکدیگر با کشسانی ثوابت اگر می شود. داده

Fx = −∂V
∂x

= −kx, Fy = −∂V
∂y

= −ky

می شود، داده زیر بصورت راستا هر در حرکت معادلات

mẍ = −kxx

mÿ = −kyy
ω2
y = kx/m و ω2

x = ky/m اگر

x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

می شوند. تعیین اولیه شرایط با β و α اولیه ی فازهای و B و A دامنه های که
۳۴۰ / ۲۹۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

بسته مسیرهای
ωx

nx
=
ωy

ny

دوره ای حرکت :
ωx

1
=
ωy

2

α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦ α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦

۳۴۰ / ۲۹۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

بسته مسیرهای
ωx

nx
=
ωy

ny

دوره ای حرکت :
ωx

2
=
ωy

1

α = 90◦, β = 0◦, ∆ = −90◦ α = 90◦, β = 0◦, ∆ = −90◦

۳۴۰ / ۲۹۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

بسته مسیرهای
ωx

nx
=
ωy

ny

دوره ای حرکت :
ωx

1
=
ωy

3

α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦ α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦

۳۴۰ / ۲۹۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

بسته مسیرهای
ωx

nx
=
ωy

ny

دوره ای حرکت :
ωx

2
=
ωy

3

α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦ α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦

۳۴۰ / ۲۹۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوبعدی هماهنگ نوسانگر بعد: سه و دو در دینامیک
x = A cos(ωxt+ α)

y = B cos(ωyt+ β)

بسته مسیرهای
ωx

nx
=
ωy

ny

دوره ای غیر حرکت :
ωx

2.3
=
ωy

3.2

α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦ α = 0◦, β = 90◦, ∆ = 90◦

۳۴۰ / ۲۹۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
در m جرم به ساکن ذره به F⃗ (t) = at̂i + bt2ĵ + ct3k̂ نیروی t = 0 لحظه در مسئله− ۲۸:

کنید. پیدا t تابعی بصورت را ذره سرعت و مکان می شود. وارد r⃗0 = 2̂i+ 3ĵ

ẍ =
a

m
t⇒ ẋ =

a

2m
t2 ⇒ x = 2 +

a

6m
t3

ÿ =
b

m
t2 ⇒ ẏ =

b

3m
t3 ⇒ y = 3 +

a

12m
t4

z̈ =
c

m
t3 ⇒ ż =

c

4m
t4 ⇒ z =

c

20m
t5

۳۴۰ / ۲۹۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
r⃗0 = 2̂i+ 3ĵ در m جرم به ذره به F⃗ (t) = at̂i+ bektĵ نیروی t = 0 لحظه در مسئله− ۲۹:
بصورت را ذره سرعت و مکان می شود. وارد می کند، حرکت v⃗0 = v0xî + v0y ĵ سرعت با که

کنید. پیدا t تابعی

ẍ =
a

m
t

ẋ = v0x +
a

2m
t2

x = 2 + v0xt+
a

6m
t3

ÿ =
b

m
ekt

ẏ = v0y +
b

2mk

(
ekt − 1

)
y = 3 +

(
v0y −

b

2mk

)
t+

b

2mk2

(
ekt − 1

)
۳۴۰ / ۲۹۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی غیاب در

m
d2r⃗

dt2
= −mgk̂

اولیه ی شرایط با

(x0, y0, z0) = (0, 0, 0), (ẋ0, ẏ0, ż0) = (v0x, v0y, v0z)

ẍ = 0 ⇒ x(t) = v0xt

ÿ = 0 ⇒ y(t) = v0yt

z̈ = −g ⇒ z(t) = −1

2
gt2 + v0zt

حرکت مسیر معادله
x = v0xt⇒ t =

x

v0x

y =
v0y
v0x

x : خط معادله

z = − g

2v20x
x2 +

v0z
v0x

x : سهمی معادله

۳۴۰ / ۳۰۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی غیاب در

۳۴۰ / ۳۰۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی غیاب در

پرواز کل زمان و اوج زمان

vz = 0 ⇒ tاوج =
v0z
g
, tکل = 2tاوج =

2v0z
g

اوج ارتفاع

Hاوج = z(tاوج) =
v20z
2g

برد
x(tکل) =

2v0xv0z
g

y(tکل) =
2v0yv0z

g

Rبرد =
√
x2(tکل) + y2(tکل) =

2v0z
g

√
v20x + v20y

۳۴۰ / ۳۰۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

m
d2r⃗

dt2
= −mgk̂ − bv⃗

اولیه ی شرایط با

(x0, y0, z0) = (0, 0, 0), (ẋ0, ẏ0, ż0) = (v0x, v0y, v0z)

ẍ = −1

τ
ẋ⇒ x(t) = v0xτ(1− e−t/τ )

ÿ = −1

τ
ẏ ⇒ y(t) = v0yτ(1− e−t/τ )

z̈ = −g − 1

τ
ż ⇒ z(t) = (v0zτ + gτ2)(1− e−t/τ )− gτt

است. τ = m/b که

۳۴۰ / ۳۰۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

۳۴۰ / ۳۰۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

داریم t/τ ≪ 1 برای

x(t) ∼ v0xτ

[
1−

(
1− t

τ
+

1

2

t2

τ2
+ · · ·

)]
= v0xt−

1

2

(v0x
τ

)
t2 + · · ·

y(t) ∼ v0yτ

[
1−

(
1− t

τ
+

1

2

t2

τ2
+ · · ·

)]
= v0yt−

1

2

(v0y
τ

)
t2 + · · ·

z(t) ∼ (v0zτ + gτ2)

[
1−

(
1− t

τ
+

1

2

t2

τ2
+ · · ·

)]
− gτt

∼ v0zt−
1

2

(v0z
τ

+ g
)
t2 + · · ·

داریم t/τ ≫ 1 برای

x(t) ∼ v0xτ

y(t) ∼ v0yτ

z(t) ∼ (v0zτ + gτ2)− gτt

۳۴۰ / ۳۰۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

حرکت مسیر معادله

x = v0xτ(1− e−t/τ ) ⇒ 1− e−t/τ =
x

v0xτ

y =
v0y
v0x

x : خط معادله

x = v0xτ(1− e−t/τ ) ⇒ 1− e−t/τ =
x

v0xτ
⇒ t = −τ ln

(
1− x

v0xτ

)

z =

(
v0z
v0x

+
gτ

v0x

)
x+ gτ2 ln

(
1− x

v0xτ

)
(x/v0xτ) ≪ 1 برای

z =

(
v0z
v0x

+
gτ

v0x

)
x+ gτ2

(
− x

v0xτ
− x2

2v20xτ
2
− x3

3v30xτ
3
+ · · ·

)
۳۴۰ / ۳۰۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

حرکت مسیر معادله

z =

(
v0z
v0x

+
gτ

v0x

)
x+ gτ2 ln

(
1− x

v0xτ

)
(x/v0xτ) ≪ 1 برای

z =

(
v0z
v0x

+
gτ

v0x

)
x+ gτ2

(
− x

v0xτ
− x2

2v20xτ
2
− x3

3v30xτ
3
+ · · ·

)
z =

v0z
v0x

x− g

2v20x
x2 − g

3v30xτ
x3 + · · ·

است. اصطکاک نیروی غیاب در پرتابه یک حرکت مسیر معادله بالا، معادله اول جمله ی دو

۳۴۰ / ۳۰۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت بعد: سه و دو در دینامیک
هوا مقاومت نیروی حضور در

0 5 10 15 20 25 30
x

20

15

10

5

0

5

10
z

v0x

۳۴۰ / ۳۰۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
θ شیب به تپه ای بالای به شکل مطابق α زاویه تحت v0 سرعت با را گلوله ای تفنگی مسئله− ۳۰:

برابر گلوله برد دهید نشان می کند. پرتاب

r =
2v20

g cos2 θ
sinα cos(α+ θ)

باشد. داشته را خود مقدار بیشینه گلوله برد که باشد داشته مقداری چه پرتاب زاویه است.

x

z

v0
α θ

۳۴۰ / ۳۰۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۰:

x

z

v0
α θ

برابر دوبعد در پرتابه یک حرکت مسیر معادله

z = − g

2v20 cos
2 α

x2 + x tanα

داریم باشد، تپه روی ذره فرود مختصات z = r sin θ و x = r cos θ اگر

r sin θ = − g

2v20 cos
2 α

r2 cos2 θ + r
cos θ sinα

cosα
۳۴۰ / ۳۱۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۰:

sin θ = − g

2v20 cos
2 α

r cos2 θ +
cos θ sinα

cosα

و

− sin θ +
cos θ sinα

cosα
=

g

2v20 cos
2 α

r cos2 θ

sin(α− θ)

cosα
=

g

2v20 cos
2 α

r cos2 θ

برابر شلیک محل از تپه با گلوله برخورد محل فاصله نتیجه در

r =
2v20

g cos2 θ
sin(α− θ) cosα

۳۴۰ / ۳۱۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۰:

r =
2v20

g cos2 θ
sin(α− θ) cosα

می شود داده زیر بصورت می آید، بدست برد بیشینه آن تحت که زاویه ای

dr

dα
= 0

2v20
g cos2 θ

(cosα cos(α− θ)− sinα sin(α− θ)) = 0

cos(2α− θ) = 0 ⇒ α =
θ

2
+
π

4

برد ماکزیمم

Rⅿax = r(α = θ/2 + π/4) =
v20

2g(1 + sin θ)

۳۴۰ / ۳۱۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
چرخ جلو به رو سرعت شود.اگر می پرتاب حرکتی حال در چرخ لبه از لای و گل ذرات مسئله− ۳۱:
می گل که است زمین سطح از بالاتر ارتفاع بیشترین که دهد می نشان باشد، b چرخ شعاع و v0

برابر شود پرتاب آنجا تا تواند

b+
v20
2g

+
gb2

2v20

.v20 ≥ bg که کنید فرض است لازم اینجا در

z

x
θ

v0

θ

۳۴۰ / ۳۱۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۱:

z

x
θ

v0

θ

می شود داده زیر بصورت چرخ لبه روی از شدن رها هنگام لای و گل سرعت و }مختصات
x = b sin θ

z = b(1− cos θ)

}و
vx = bθ̇ cos θ

vz = bθ̇ sin θ
⇒

{
vx = v0 cos θ

vx = v0 sin θ
, v0 = bθ̇

۳۴۰ / ۳۱۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۱:

بصورت می شود جدا p نقطه ی از که لایی و گل ،z محور امتداد در پرتابه ی حرکت معادله

z(t) = −1

2
gt2 + v0 sin θ + b(1− cos θ)

اوج ارتفاع و اوج زمان می شود. داده

ts =
v0 sin θ

g
, hs(θ) =

v20 sin
2 θ

2g
+ b(1− cos θ)

بنابراین می آید، بدست dhs/dθ = 0 محاسبه با θ به نسبت اوج ارتفاع ماکزیمم

dhs
dθ

= 0 ⇒ sin θ

(
v20 cos θ

g
+ b

)
= 0 ⇒ cos θ = −bg

v20

اوج ارتفاع ماکزیمم و

(hs)ⅿax = b+
v20
2g

+
gb2

2v20

۳۴۰ / ۳۱۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مغناطیسی میدان و E⃗ = ĵE الکتریکی میدان از متشکل نیروی میدان یک در الکترونی مسئله− ۳۲:
انتخاب v⃗0 = îv0 بصورت را اولیه سرعت و مبدا را الکترون اولیه مکان می کند. حرکت B⃗ = k̂B

آورید. بدست سه بعد در را الکترون حرکت معادله کنید.

و E⃗ = ĵE الکتریکی میدان از متشکل نیروی میدان یک در الکترون حرکت دینامیکی معادله
برابر B⃗ = k̂B مغناطیسی میدان

m
d2r⃗

dt2
= −e

[
E⃗ +

dr⃗

dt
× B⃗

]
m(̂iẍ+ ĵÿ + k̂z̈) = −e

[
ĵE + (̂iẋ+ ĵẏ + k̂ż)× k̂B

]
مختصات دستگاه مولفه سه از یک هر برای دینامیکی معادله

mẍ = −eBẏ
mÿ = −e(E − ẋB)

mz̈ = 0

شده اند. جفت یکدیگر در اول دیفرانسیل معادله تا دو
۳۴۰ / ۳۱۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۲:

داریم کنیم انتگرالگیری زمان به نسبت mẍ = −eBẏ دینامیکی معادله طرفین از اگر

mẍ = −eBẏ ⇒
∫ ẋ

v0

dẋ = −eB
m

∫ y

0
dy ⇒ ẋ = v0 −

eB

m
y ۱

(mÿ = −e(E − ẋB) (یعنی دینامیکی معادله دیگر داخل در ẋ = v0 − eB
m y دادن قرار با

داریم

ÿ = − e

m
(E − v0B)−

(
eB

m

)2

y ⇒ ÿ + ω2
By = − e

m
(E − v0B)

ضرایب با دو مرتبه دیفرانسیل معادله یک بالا معادله است. سیکلترون فرکانس ωB = eB
m آن در که

با است برابر ناهمگن و همگن قسمت جواب آن در که است ثابت

y = A1 sinωBt+A2 cosωBt+
v0 − E/B

ωB

می شود. مربوط مسئله اولیه شرایط به A2 و A1 که
۳۴۰ / ۳۱۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۲:

معادله در

y = A1 sinωBt+A2 cosωBt+
v0 − E/B

ωB

داریم مسئله به اولیه شرایط اعمال با

y =
v0 − E/B

ωB
(1− cosωBt)

داریم آن از انتگرالگیری و ۱ معادله داخل در y(t) دادن قرار با

x =
E

B
t− v0 − E/B

ωB
sinωBt

.z = 0 برابر z قسمت جواب همچنین

۳۴۰ / ۳۱۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
بادی حضور در v⃗0 = îẋ0 + ĵẏ0 + k̂ż0 اولیه سرعت با که بگیرید نظر در پرتابه ای مسئله− ۳۳:
حرکت معادلات می شود. پرتاب مبدا از سرعت با متناسب هوایی مقاومت و v⃗w = ĵvw سرعت با
به (x1, y1) نقطه در پرتابه کنید فرض کنید. حل t زمان حسب بر z و y ،x مختصات برای را
مقاومت از اگر که دهید نشان کنید. پیدا b برحسب اول فقط جمله تا را مکان این برمی گردد. زمین
در دیگری تغییر باعث باد و می کند تغییر 4bż20/3mg نسبت به هدف فاصله کنیم، صرفه نظر هوا

می شود. 2bvmż20/mg2 اندازه به y جهت

برابر پرتابه حرکت دینامیکی معادله

m
d2r⃗

dt2
= −b

(
dr⃗

dt
+ ĵvw

)
−mgk̂

۳۴۰ / ۳۱۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۳:

برابر پرتابه حرکت دینامیکی معادله

m
d2r⃗

dt2
= −b

(
dr⃗

dt
+ ĵvw

)
−mgk̂

نوشت زیر بصورت مختصات دستگاه جهت سه از هریک برای آنرا می  توان که

mẍ = −bẋ⇒ ẍ+
1

τ
ẋ = 0

mÿ = −bẏ + bvw ⇒ ÿ +
1

τ
ẏ = −1

τ
vw

mz̈ = −bz̈ −mg ⇒ z̈ +
1

τ
ż = −g

است. τ = m/b آن در که

۳۴۰ / ۳۲۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۳:

داریم ثابت ضرایب با دیفرانسیل معادلات حل روش از استفاده با

x(t) = A1 +A2e
− t

τ

y(t) = B1 +B2e
− t

τ − vwt

z(t) = C1 + C2e
− t

τ − gτt

می شود داده زیر بصورت بعد سه در حرکت معادلات بالا، معادلات به اولیه شرایط اعمال با

x(t) = ẋ0τ(1− e−
t
τ )

y(t) = (ẏ0 + vw)τ(1− e−
t
τ )− vwt

z(t) = (ż0τ + gτ2)(1− e−
t
τ )− gτt

۳۴۰ / ۳۲۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۳:

می شود داده زیر بصورت حرکت مسیر معادله τ(1− e−
t
τ ) = x

ẋ0
اگر

y =
ẏ0 + vw
ẋ0

x+ vwτ ln

(
1− x

ẋ0τ

)
z =

ż0 + gτ

ẋ0
x+ gτ2 ln

(
1− x

ẋ0τ

)
داریم x/x0τ ≪ 1 برای

z =
ż0
ẋ0
x+

g

2ẋ20
x2 + · · ·

معادله دوم تقریب تا .(z = 0 می شود(یعنی صفر برابر گلوله z مولفه برمی گردد، زمین به گلوله وقتی
داریم بالا حرکت مسیر

z = 0 ⇒ x = 0, x =
2ż0ẋ0
g

۳۴۰ / ۳۲۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۳:

داریم همچنین x/ẋ0τ ≪ 1 برای

y =
ẏ0
ẋ0
x+

vw
2gτ2

x2 + · · ·

داریم x = 2ż0ẋ0
g بازای و بالا حرکت مسیر معادله دوم تقریب تا

y =
2ẏ0ż0
g

− 2vwż
2
0

g2τ
+ · · ·

با است برابر y محور امتداد در انحراف مقدار

انحراف مقدار =
2vwż

2
0

g2τ
=

2bvwż
2
0

mg2

۳۴۰ / ۳۲۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
اما است صفر ساحل نزدیکی در آب سرعت بگیرید. نظر در w عرض به رودخانه ای مسئله− ۳۴:
عمود جهت در ساحل یک از قایقی اگر می رسد. رودخانه مرکز در vc به و می یابد افزایش خطی بطور
در vcw/2vb اندازه به می رسد دیگر ساحل به وقتی دهید نشان بزند، پارو vb سرعت با رودخانه بر

است. شده منحرف آب حرکت جهت
سرعت پروفایل باشد، x محور امتداد در رودخانه جهت و y محور امتداد در رودخانه عرض اگر

بصورت مسئله فرض به توجه با رودخانه

vd =

{
(2vc/w)y, y ≤ w/2

(2vc/w)(w − y), w/2 ≤ y ≤ w

بنابراین است x محور امتداد در رودخانه سرعت می شود. داده

dx

dt
=

{
(2vc/w)y, y ≤ w/2

(2vc/w)(w − y), w/2 ≤ y ≤ w

بنابراین است y امتداد در قایق سرعت و

dy

dt
= vb

۳۴۰ / ۳۲۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۴:

یعنی داریم، dx/dy نسبت به نیاز ادامه در

dx/dt

dy/dt
=

dx

dy
=

2vc
wvb

{
y, y ≤ w/2

w − y, w/2 ≤ y ≤ w

داریم کنیم انتگرالگیری w تا 0 بازه در y از اگر

∫ X

0
dx =

2vc
wvb

(∫ w/2

0
ydy +

∫ w

w/2
(w − y)dy

)
⇒ X =

vcw

2vb

۳۴۰ / ۳۲۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
v برابر و ثابت آن داخل در آب سرعت که بگیرید نظر در را D عرض به رودخانه ای مسئله− ۳۵:
دیگر طرف در Q خود مقابل نقطه به رودخانه طرف یک در P نقطه از دارد قصد قایقی است.
لحظه ای فاصله r اگر می زند. پارو Q نقطه بطرف همواره V ثابت باسرعت قایقران برود. رودخانه
آورید. بدست را r(θ) یعنی قایق حرکت مسیر باشد، P⃗Q و r⃗ بین زاویه ی θ و Q نقطه ی از قایق

۳۴۰ / ۳۲۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۵:

توجه با بگیریم نظر در y جهت در را رودخانه عرض و x محور امتداد در را رودخانه جریان جهت اگر
بصورت θ و r برحسب y و x مختصاتهای شده، داده شکل در θ و r انتخاب به

x = r sin θ

y = r cos θ

بصورت ĵ و î حسب بر θ̂ و r̂ با متناظر یکه بردارهای و شود می داده

r̂ = î sin θ + ĵ cos θ

θ̂ = î cos θ − ĵ sin θ

برابر سرعت بردار مولفه های همچنین می شود. داده
dr⃗

dt
= r̂ṙ + θ̂rθ̇

بصورت θ̂ و r̂ برحسب را î یکه بردار می توان باشد −V r̂ + vî برابر w⃗ اگر است.

î = sin θr̂ + cos θθ̂

۳۴۰نوشت. / ۳۲۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۵:

با است برابر w⃗ بدین ترتیب

w⃗ = −V r̂ + vî = r̂(−V + v sin θ) + θ̂v cos θ

داریم قطبی دستگاه در قایق سرعت بردار مولفه های مقایسه با

ṙ =
dr

dt
= −V + v sin θ

rθ̇ =
dθ

rdt
= v cos θ

یعنی آوریم، بدست ṙ
rθ̇

را نسبت بالا عبارت در اگر

dr

rdθ
=

−V + v sin θ

v cos θ
و

dr

r
=

−V + v sin θ

v cos θ
dθ

۳۴۰ / ۳۲۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۵:

dr

r
=

−V + v sin θ

v cos θ
dθ

بالا عبارت از انتگرالگیری ∫با r

D

dr

r
= −V

v

∫ θ

0

dθ

cos θ
+

∫ θ

0

sin θ

cos θ
dθ

و

ln
( r
D

)
= −V

v
ln (sec θ + tan θ)− ln cos θ

= − ln (sec θ + tan θ)V/v + ln sec θ = ln

(
sec θ

(sec θ + tan θ)V/v

)
سرانجام و

r =
D sec θ

(sec θ + tan θ)V/v

۳۴۰ / ۳۲۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
حرکت CD خط امتداد در A اگر است. l طول به پیستونی میله ی AB شکل، مطابق مسئله− ۳۶:
الف) می کند. حرکت O مرکز و a شعاع به دایره ای حول ω ثابت زاویه سرعت با B حالیکه در کند

کنید. پیدا را A پیستون حرکت شتاب ب) و سرعت

۳۴۰ / ۳۳۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
انتخاب DCطوری جهت در را x محور و دهیم Oقرار نقطه روی را مختصات مبدا اگر مسئله− ۳۶:
می بگیریم نظر در α را AB و AO بین زاویه همچنین و باشد C به D از مثبت جهت که کنیم

بصورت را  A پیستون معادله توان

x = l cosα+ a cos θ

بصورت را α می توان OAB مثلث در سینویها قانون از استفاده با نوشت.

a

sinα
=

l

sin θ
⇒ sinα =

a sin θ

l

پیستون حرکت معادله آن در شود می باعث که cosα =

√
l2−a2 sin2 θ

l همچنین و آورد بدست
یعنی بشود، θ از تابعی فقط

x =
√
l2 − a2 sin2 θ + a cos θ

۳۴۰ / ۳۳۱ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۶:

گرفته شود مشتق زمان به نسبت بالا معادله از باید پیستون، سرعت معادله آوردن بدست برای

v =− θ̇
a2 sin θ cos θ√
l2 − a2 sin2 θ

− aθ̇ sin θ = −ω a2 sin θ cos θ√
l2 − a2 sin2 θ

− aω sin θ

گرفته شود مشتق زمان به نسبت بالا معادله از باید پیستون، شتاب معادله آوردن بدست برای

a =− ω2 a2 cos 2θ

(l2 − a2 sin2 θ)
1
2

− ω2 (a2 sin θ cos θ)2

(l2 − a2 sin2 θ)
3
2

− aω2 cos θ

۳۴۰ / ۳۳۲ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
هر در که دهید نشان می غلتد. جلو به زمین روی بر a0 ثابت شتاب با b شعاع به چرخی مسئله− ۳۷:
نسبت و است، (a20+ v4

b2
)1/2 بصورت چرح مرکز به نسبت چرح روی نقطه هر شتاب بزرگی لحظه،

سرعت v که بود، خواهد a0

[
2 + 2 cos θ + v4

a20b
2 −

(
2v2

a0b

)
sin θ

]1/2
عبارت نیز زمین به

شده اندازه گیری جلو به نقطه بالاترین از که می کند تعیین چرخ روی را نقطه ای وضعیت θ و لحظه ای
است. مقدار بیشترین زمین به نسبت نقطه کدام شتاب است.

۳۴۰ / ۳۳۳ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۷:

برابر ثابت شعاع با دایره مسیر بر ذره یک حرکت شتاب و سرعت

v⃗ = bθ̇θ̂

a⃗ = −bθ̇2r̂ + bθ̈θ̂

هر مماسی شتاب مسئله فرض به توجه با و v = bθ̇ برابر سرعت بزرگی اول رابطه ی بوسیله است.
بنابراین است. a0 = bθ̈ چرخ از نقطه

a⃗ = −v
2

b
r̂ + a0θ̂

برابر چرخ از نقطه هر شتاب بزرگی ترتیب بدین

|⃗a| =
√
v4

b2
+ a20

برابر θ زاویه حسب بر چرخ از نقطه هر حرکت معادله زمین، روی ناظر برای

r⃗ = îb(θ + sin θ) + ĵb cos θ

۳۴۰است. / ۳۳۴ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۷:

r⃗ = îb(θ + sin θ) + ĵb cos θ

داریم بالا معادله ی از زمانی گیری مشتق بار دو با

a⃗ = î(bθ̈ + bθ̈ cos θ − bθ̇2 sin θ)− ĵ(bθ̈ sin θ + bθ̇2 cos θ)

a⃗ = a0

{
î(1 + cos θ − v2

ba0
sin θ)− ĵ(sin θ +

v2

ba0
cos θ)

}
با است برابر شتاب بزرگی

a = a0

√
2 + 2 cos θ +

v4

a20b
2
−
(
2v2

a0b

)
sin θ

۳۴۰ / ۳۳۵ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مطابق شود مختل کمی ذره است.اگر شده داده قرار a شعاع به صافی کره ی بالای در ذره مسئله− ۳۸:
می کند(از ترک را کره سطح ذره زاویه ای چه در می کند، لغزیدن به شروع کره سطح روی در شکل

۱)؟ فیزیک مسائل

۳۴۰ / ۳۳۶ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
داریم یکدیگر با Eθ و Eθ=0 وضعیت دو انرژیهای مقایسه با مسئله− ۳۸:

Eθ=0 = Eθ ⇒ mga = mga cos θ +
1

2
mv2 ⇒ mv2 = mga(1− cos θ)

بصورت شعاعی امتداد در نیوتن دوم قانون است. شده داده قرار زمین پتانسیل مرجع آن در که

−R+mg cos θ =
mv2

a

بالا عبارت در mv2 = mga(1− cos θ) دادن قرار با است. سطح از عکس العمل نیروی R که
داریم

−R+mg cos θ = mg(1− cos θ)

با است برابر سطح از شدن جدا زاویه و می شود جدا سطح از جسم R = 0 وقتی

mg cos θ = mg(1− cos θ) ⇒ cos θ =
2

3
⇒ θ = cos−1

(
2

3

)
۳۴۰ / ۳۳۷ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
پارامتری معادله با می لغزد.سیکلوئید شکل مطابق سیکلوئیدی داخل در m جرم به ذره مسئله− ۳۹:

x =A(2ϕ+ sin 2ϕ)

z =A(1− cos 2ϕ)

آورید. بدست سیکلوئید داخل در را ذره نوسانات فرکانس می شود. مشخص

۳۴۰ / ۳۳۸ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۹:

آوریم. بدست را ذره نوسانات فرکانس ساده، نوسانگر یک با ذره انرژی مقایسه از داریم قصد اینجا در
بدست را ذره سرعت و می گیریم مشتق زمان به نسبت بالا پارامتری معادله از ابتدا منظور این برای

می آوریم.

vx =2Aϕ̇(1 + cos 2ϕ)

vz =2Aϕ̇ sin 2ϕ

می شود داده زیر بصورت جنبشی انرژی و

1

2
mv2 = 2mA2ϕ̇2[(1 + cos 2ϕ)2 + sin2 2ϕ] = 4mA2ϕ̇2[1 + cos 2ϕ]

با شد خواهد برابر ذره انرژی

E =
1

2
mv2 + V (z) = 4mA2ϕ̇2[1 + cos 2ϕ] +mgA(1− cos 2ϕ)

= 8mA2ϕ̇2 cos2 ϕ+ 2mgA sin2 ϕ

۳۴۰ / ۳۳۹ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعد سه و دو در دینامیک
مسئله− ۳۹:

داریم u̇ = 4Aϕ̇ cosϕ بنابراین 4A sinϕ = u اگر

E =
1

2
mu̇2 +

1

2

(mg
4A

)
u2

برابر فنر ثابت ،E = 1
2mẋ

2 + 1
2kx

2 ساده، نوسانگر یک انرژی با مقایسه در

k =
mg

4A

برابر فرکانس نتیجه در و

ω =

√
k

m
=

√
g

4A

۳۴۰ / ۳۴۰ ۱۴۰۰ مهر بعد سه و دو در حرکت و برداری آنالیز قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


