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تحلیلی مکانیک
مرکزی نیروهای

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۱۴۶ / ۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

ذره ای دو سیستم

m1

m2

m1

m2

F1

F2

m1

m2

F1

F2

وارد نیرو یکدیگر به مراکز بین واصل خط امتداد در ذرات منزوی، دستگاه یک در ◀

می کنند.
یکدیگرند. جهت خلاف در و مساوی ذره دو بین نیروهای ◀

دافع نیرو : F⃗1 = −F⃗2

جاذب نیرو : F⃗1 = −F⃗2

۱۴۶ / ۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

آزمایشگاه مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗
1 −
r⃗
2

m1
d2r⃗1
dt2

= F⃗1

m2
d2r⃗2
dt2

= F⃗2

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗
=
r⃗
1 −
r⃗
2

r̂

m1
d2r⃗1
dt2

= F⃗1 = F (r)r̂

m2
d2r⃗2
dt2

= F⃗2 = −F (r)r̂

۱۴۶ / ۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

آزمایشگاه مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗
=
r⃗
1 −
r⃗
2

r̂

m1
d2r⃗1
dt2

= F (r)r̂

m2
d2r⃗2
dt2

= −F (r)r̂

r̂ =
r⃗1 − r⃗2
|r⃗1 − r⃗2|

مرکزی نیروی را می باشد ذره دو بین واکنش بزرگی کننده توصیف که F (r) تابع ◀

می نامند.
یعنی است. ذره دو بین فاصله ی از ای تابع F (r) مرکزی نیروی بزرگی ◀

r = |r⃗1 − r⃗2|

۱۴۶ / ۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

آزمایشگاه مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗
=
r⃗
1 −
r⃗
2

r̂

m1
d2r⃗1
dt2

= F (r)r̂

m2
d2r⃗2
dt2

= −F (r)r̂

r̂ =
r⃗1 − r⃗2
|r⃗1 − r⃗2|

دافع و جاذب جملات همزمان شامل یا دافع جاذب، می تواند F (r) مرکزی نیروی ◀

باشد.
کولنی دافع نیروی : F (r) =

k

r2
, k > 0

گرانشی نیروی یا کولنی جاذب نیروی : F (r) =
k

r2
, k < 0

۱۴۶ / ۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

آزمایشگاه مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗
=
r⃗
1 −
r⃗
2

r̂

m1
d2r⃗1
dt2

= F (r)r̂

m2
d2r⃗2
dt2

= −F (r)r̂

r̂ =
r⃗1 − r⃗2
|r⃗1 − r⃗2|

دافع و جاذب جملات همزمان شامل یا دافع جاذب، می تواند F (r) مرکزی نیروی ◀

باشد.

واندروالسی نیروی : F (r) =
k1
r13

− k2
r7
, k1, k2, k3 > 0

یوکاوا نیروی : F (r) =
(
k1
r

− k2
r2

)
e−k3r, k1, k2, k3 > 0

۱۴۶ / ۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

r⃗

x

y

m1

m2

r⃗1

r⃗2

ⅭⅯ

R⃗

×

{
r⃗ = r⃗1 − r⃗2

MR⃗ = m1r⃗1 +m2r⃗2
, M = m1 +m2{

r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗

۱۴۶ / ۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم
{
r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗
, M = m1 +m2

{
⃗̇r1 = (m2/M)⃗̇r + ⃗̇R

⃗̇r2 = −(m1/M)⃗̇r + ⃗̇R
,

{
⃗̈r1 = (m2/M)⃗̈r + ⃗̈R

⃗̈r2 = −(m1/M)⃗̈r + ⃗̈R{
m1
⃗̈r1 = F (r)r̂ ۱

m2
⃗̈r2 = −F (r)r̂ ۲

۱ m1
⃗̈r1 = F (r)r̂ ⇒ m1m2

M
⃗̈r +m1

⃗̈R = F (r)r̂

m1m2

M
⃗̈r = F (r)r̂, ⃗̈R = 0

۱۴۶ / ۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم
{
r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗
, M = m1 +m2

{
⃗̇r1 = (m2/M)⃗̇r + ⃗̇R

⃗̇r2 = −(m1/M)⃗̇r + ⃗̇R
,

{
⃗̈r1 = (m2/M)⃗̈r + ⃗̈R

⃗̈r2 = −(m1/M)⃗̈r + ⃗̈R{
m1
⃗̈r1 = F (r)r̂ ۱

m2
⃗̈r2 = −F (r)r̂ ۲

۲ m2
⃗̈r2 = −F (r)r̂ ⇒ −m1m2

M
⃗̈r +m2

⃗̈R = −F (r)r̂

m1m2

M
⃗̈r = F (r)r̂, ⃗̈R = 0

۱۴۶ / ۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم
{
r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗
, M = m1 +m2

{
⃗̇r1 = (m2/M)⃗̇r + ⃗̇R

⃗̇r2 = −(m1/M)⃗̇r + ⃗̇R
,

{
⃗̈r1 = (m2/M)⃗̈r + ⃗̈R

⃗̈r2 = −(m1/M)⃗̈r + ⃗̈R{
m1
⃗̈r1 = F (r)r̂ ۱

m2
⃗̈r2 = −F (r)r̂ ۲

دارند، جرم مرکز مختصات دستگاه در یکسانی نتایج ۲ و ۱ عبارتهای بطورکلی

µ⃗̈r = F (r)r̂,
1

µ
=

1

m1
+

1

m2
, µ = کاهیده جرم

⃗̈R = 0

۱۴۶ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

آزمایشگاه مختصات دستگاه جرم مرکز مختصات }دستگاه
m1r⃗1 = F⃗1

m2r⃗2 = F⃗2

تبدیل
{
µ⃗̈r = F (r)r̂
⃗̈R = 0

{
r⃗ = r⃗1 − r⃗2

MR⃗ = m1r⃗1 +m2r⃗2

تبدیل
{
r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗{
M = m1 +m2

µ = m1m2/(m1 +m2)

⃗̈R = 0 ⇒

{
است ثابت جرم مرکز
می کند حرکت ثابت سرعت با جرم مرکز

⇒

{
R⃗ = R⃗0

R⃗ = v⃗0t+ R⃗0

۱۴۶ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

⃗̈R = 0 ⇒

{
R⃗ = R⃗0

R⃗ = v⃗0t+ R⃗0

دارد. قرار R⃗0 = 0 مبدا در و v⃗0 = 0 ساکن جرم مرکز می کنیم فرض بررسی ادامه در

x

y

m1

m2

ⅭⅯ
O
×

m1

m2

ⅭⅯ
O
×

r⃗1 = (m2/M)r⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗

R⃗ = 0 ⇒

{
r⃗1 = (m2/M)r⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗
, r⃗ = r⃗(t)

۱۴۶ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

x

y

m1

m2

ⅭⅯ
O
×

m1

m2

ⅭⅯ
O
×

r⃗1 = (m2/M)r⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗

{
r⃗1 = (m2/M)r⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗

m1 ≫ m2 ⇒

{
r⃗1 = 0

r⃗2 = −r⃗
m1 ≪ m2 ⇒

{
r⃗1 = r⃗

r⃗2 = 0

۱۴۶ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

آزمایشگاه مختصات دستگاه : E =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 + V (|r⃗1 − r⃗2|){

r⃗1 = (m2/M)r⃗ + R⃗

r⃗2 = −(m1/M)r⃗ + R⃗
⇒

{
⃗̇r1 = (µ/m1)⃗̇r +

⃗̇R

⃗̇r2 = −(µ/m2)⃗̇r +
⃗̇R

اول ذره ی جنبشی انرژی :
1

2
m1ṙ

2
1 =

1

2
(µ2/m1)ṙ

2 +
1

2
m1Ṙ

2 + µṙṘ

دوم ذره ی جنبشی انرژی :
1

2
m2ṙ

2
2 =

1

2
(µ2/m2)ṙ

2 +
1

2
m2Ṙ

2 − µṙṘ

جنبشی ها انرژی جمع :
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 =

1

2
µṙ2 +

1

2
MṘ2

V (|r⃗1 − r⃗2|) = V (r)

جرم مرکز مختصات دستگاه : E =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 + V (r)

۱۴۶ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

آزمایشگاه مختصات دستگاه : E =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 + V (|r⃗1 − r⃗2|)

جرم مرکز مختصات دستگاه : E =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 + V (r)

یعنی باشد، ساکن جرم مرکز اگر
Ṙ = 0

بنابراین

جرم مرکز مختصات دستگاه : E =
1

2
µṙ2 + V (r)

هستند پایستار نیروهای مرکزی، نیروهای

F⃗ = F (r)r̂ ⇒ ∇⃗× F⃗ = 0

بنابراین

F⃗ = −∇⃗V (r) = −dV

dr
یا V (r) = −

∫
مرجع

F⃗ · dr⃗ = −
∫

مرجع
F (r)dr

۱۴۶ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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جرم مرکز مختصات ذره ای−دستگاه دو سیستم

آزمایشگاه مختصات دستگاه : E =
1

2
m1ṙ

2
1 +

1

2
m2ṙ

2
2 + V (|r⃗1 − r⃗2|)

جرم مرکز مختصات دستگاه : E =
1

2
MṘ2 +

1

2
µṙ2 + V (r)

یعنی باشد، ساکن جرم مرکز اگر
Ṙ = 0

بنابراین

جرم مرکز مختصات دستگاه : E =
1

2
µṙ2 + V (r)

و

F⃗ = −dV

dr
, V (r) = −

∫
مرجع

F (r)dr

۱۴۶ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

τ⃗ =
dL⃗

dt

L⃗ = r⃗ × p⃗ = r⃗ × µv⃗

τ⃗ =
d

dt
(r⃗ × µv⃗)

τ⃗ = v⃗ × µv⃗ + v⃗ × µ
dv

dt

τ⃗ = 0 + r⃗ × µ
dv

dt

τ⃗ = r⃗ × F (r)r̂ = 0

τ⃗ =
dL⃗

dt
= 0

وقتی
L⃗ = ثابت

است. ثابت فضا در L⃗ جهت و بزرگی یعنی

L⃗ بر عمود صفحه یک در p⃗ و r⃗ چون طرفی از
محدود µ کاهیده ی جرم به ذره حرکت است،

می باشد. L⃗ بر عمود صفحه ای به

۱۴۶ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

y

z

x

L⃗

µ

r⃗ p⃗

می افتد. اتفاق xy صفحه ی در µ جرم به ذره حرکت باشد، z محور امتداد در L⃗ بردار اگر
۱۴۶ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی راست سمت

µ⃗̈r = F (r)r̂

قطبی مختصات از منظور این برای می شود. توصیف قطبی مختصات در شعاعی یکه بردار توسط
می کنیم، استفاده (x, y) بجای و (r, θ)

r⃗ = rr̂

⃗̇r = ṙr̂ + rθ̇θ̂

⃗̈r = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

µ(r̈ − rθ̇2)r̂ + µ(2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂ = F (r)r̂

بنابراین

µ⃗̈r = F (r)r̂
تبدیل

{
µ(r̈ − rθ̇2) = F (r)

µ(2ṙθ̇ + rθ̈) = 0

۱۴۶ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی }حرکت
µ(r̈ − rθ̇2) = F (r) −→ انرژی پایستگی
µ(2ṙθ̇ + rθ̈) = 0 −→ زاویه ای تکانه پایستگی

µ(2ṙθ̇ + rθ̈) = 0
×r−−→ µ(2rṙθ̇ + r2θ̈) = 0

µ(2rṙθ̇ + r2θ̈) = 0 ⇒ d

dt
(µr2θ̇) = 0 ⇒ µr2θ̇ = ثابت

L⃗ = r⃗ × µv⃗ = µrr̂ × (ṙr̂ + rθ̇θ̂) = µrṙ(r̂ × r̂) + µr2θ̇(r̂ × θ̂){
r̂ × r̂ = 0

r̂ × θ̂ = k̂
⇒ L⃗ = µr2θ̇k̂ ⇒ l = Lz = µr2θ̇ = ثابت

۱۴۶ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

{
µ(r̈ − rθ̇2) = F (r) −→ انرژی پایستگی
µ(2ṙθ̇ + rθ̈) = 0 −→ زاویه ای تکانه پایستگی −→ l = Lz = µr2θ̇ = ثابت

µ(r̈ − rθ̇2) = F (r)

تکانه پایستگی θ̇ =
l

µr2
: µ

(
r̈ − r

[
l

µr2

]2)
= F (r)

حرکت دیفرانسیل معادله : µr̈ − l2

µr3
= F (r)

۱۴۶ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

حرکت دیفرانسیل معادله : µr̈ − l2

µr3
= F (r)

×ṙ−−→ µr̈ṙ − l2

µr3
ṙ = F (r)ṙ

چپ سمت : µr̈ṙ − l2

µr3
ṙ =

d

dt

(
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2

)
راست سمت : F (r)ṙ = −dV

dr

dr

dt
= −dV

dt

راست سمت = چپ سمت ⇒ d

dt

(
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2

)
= −dV

dt

d

dt

(
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V

)
= 0 ⇒ 1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V = ثابت

۱۴۶ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

d

dt

(
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V

)
= 0 ⇒ 1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V = ثابت

V (r) = −
∫

مرجع
F (r)dr

r⃗ = rr̂, v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂, v2 = ṙ2 + r2θ̇2

E =
1

2
µv2 + V (r)

E =
1

2
µṙ2 +

1

2
µr2θ̇2 + V (r)

θ̇=l/µr2−−−−−→ E =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V (r)

۱۴۶ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

d

dt

(
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V

)
= 0 ⇒ 1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V = ثابت

V (r) = −
∫

مرجع
F (r)dr

بنابراین

E =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

۱۴۶ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
معادله ی

µ⃗̈r = F (r)r̂

دارد. قرار پایستگی قوانین پایه ی بر ذره حرکت بررسی می کند. توصیف را µ جرم به ذره ی حرکت

بطورکلی


µ(r̈ − rθ̇2) = F (r) −→ انرژی پایستگی −→ E = 1

2µṙ
2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

µ(2ṙθ̇ + rθ̈) = 0 −→ زاویه ای تکانه پایستگی −→ l = Lz = µr2θ̇ = ثابت

۱۴۶ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
برابر: مساحتهای قانون

می کند. جاروب را یکسانی مساحت های مساوی زمانی بازه های در مکان بردار

pⅼanet

r⃗

t2 t1

t3

t4

t5

t6

sun

یکسان زمانی بازه های : ∆t = t2 − t1 = t4 − t3 = t6 − t5

یکسان مساحت های : ∆A = A12 = A34 = A56

۱۴۶ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

مرکزی نیروی میدان در حرکت
برابر: مساحتهای قانون

می کند. جاروب را یکسانی مساحت های مساوی زمانی بازه های در مکان بردار

یکسان زمانی بازه های : ∆t = t2 − t1 = t4 − t3 = t6 − t5

یکسان مساحت های : ∆A = A12 = A34 = A56

قطبی مختصات در مساحت المان : dA =
1

2
r2dθ

dA

dt
=

1

2
r2

dθ

dt
=

1

2
r2θ̇

زاویه ای حرکت اندازه پایستگی : l = µr2θ̇ ⇒ θ̇ =
l

µr2

dA

dt
=

1

2
r2

l

µr2
⇒ dA

dt
=

l

2µ
= ثابت

۱۴۶ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
برابر: مساحتهای قانون

می کند. جاروب را یکسانی مساحت های مساوی زمانی بازه های در مکان بردار

یکسان زمانی بازه های : ∆t = t2 − t1 = t4 − t3 = t6 − t5

یکسان مساحت های : ∆A = A12 = A34 = A56

dA

dt
=

l

2µ
= ثابت

dA =
l

2µ
dt

∆A =
l

2µ
∆t

می شود. نامیده نیز کپلر دوم قانون نتیجه این که می آید بدست یکسانی ∆A یکسان ∆t هر برای

۱۴۶ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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مرکزی نیروی میدان در حرکت
برابر: مساحتهای قانون

می کند. جاروب را یکسانی مساحت های مساوی زمانی بازه های در مکان بردار

r⃗2

v⃗2

r⃗3

v⃗3

r⃗1
v⃗1

sun

می یابد. کاهش v یابد، افزایش r اگر است. حرکت ثابت زاویه ای حرکت اندازه چون

۱۴۶ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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حرکت معادلات
{

انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

ṙ =
dr

dt
=

√
2

µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)

dt =
dr√

2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
t =

∫ r

r0

dr√
2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
r = r(t)

θ̇ =
dθ

dt
=

l

µr2

dθ =
l

µr2
dt

θ = θ0 +

∫ t

t0

l

µr2
dt

θ = θ(t)

۱۴۶ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انتگرالگیری) (روش حرکت مسیر حرکت−معادله معادلات
{

انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

ṙ =
dr

dt
=

√
2

µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
⇒ dt =

dr√
2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
θ̇ =

dθ

dt
=

l

µr2
⇒ dθ =

l

µr2
dt

dθ =
l

µr2
dr√

2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
حرکت مسیر معادله : θ(r) =

∫ r

r0

l

µr2
dr√

2
µ

(
E − l2

2µr2
− V (r)

)
۱۴۶ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر حرکت−پتانسیل معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

E =
1

2
µṙ2 +

l2

2µr2
+ V (r)

E =
1

2
µṙ2 + Veff(r)

Veff(r) =
l2

2µr2
+ V (r)

موثر پتانسیل = مرکز از گریز پتانسیل + مرکزی پتانسیل

(دافع) مرکز از گریز پتانسیل =
l2

2µr2

مرکزی پتانسیل = V (r)

۱۴۶ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر حرکت−نیروی معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

dE

dt
= 0 ⇒ ṙ

(
µr̈ − l2

µr3
+

dV

dr

)
= 0

F = −dV

dr

ṙ ̸= 0 ⇒ µr̈ − l2

µr3
− F (r) = 0

حرکت دیفرانسیل معادله : µr̈ = Feff(r)

Feff(r) =
l2

µr3
+ F (r)

موثر نیروی = مرکز از گریز مرکزی+نیروی نیروی

مرکز از گریز نیروی =
l2

µr3

مرکزی نیروی = F (r)

۱۴۶ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر نیروی و موثر پتانسیل حرکت−رابطه معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

موثر پتانسیل = مرکز از گریز پتانسیل + مرکزی پتانسیل

مرکز از گریز پتانسیل =
l2

2µr2

مرکزی پتانسیل = V (r)

موثر نیروی = مرکز از گریز نیروی + مرکزی نیروی

مرکز از گریز نیروی = − d

dr
مرکز) از گریز (پتانسیل = − d

dr

(
l2

2µr2

)
=

l2

µr3

مرکزی نیروی = F (r) = − d

dr
مرکزی) (پتانسیل = −dV

dr

۱۴۶ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر نیروی و موثر پتانسیل حرکت−رابطه معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

موثر نیروی = مرکز از گریز نیروی + مرکزی نیروی

مرکز از گریز نیروی =
l2

µr3

مرکزی نیروی = F (r)

موثر پتانسیل = مرکز از گریز پتانسیل + مرکزی پتانسیل

مرکز از گریز پتانسیل = −
∫ r

∞

l2

2µr2
dr =

l2

µr3

مرکزی پتانسیل = V (r) = −
∫ r

F (r)dr

۱۴۶ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیفرانسیل) معادلات (روش حرکت مسیر حرکت−معادله معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

dE

dt
= 0 ⇒ ṙ

(
µr̈ − l2

µr3
+

dV

dr

)
= 0

F = −dV

dr

ṙ ̸= 0 ⇒ µr̈ − l2

µr3
− F (r) = 0

حرکت دیفرانسیل معادله : µr̈ − l2

µr3
= F (r)

r = r(t)

۱۴۶ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیفرانسیل) معادلات (روش حرکت مسیر حرکت−معادله معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

dE

dt
= 0 ⇒ ṙ

(
µr̈ − l2

µr3
+

dV

dr

)
= 0

F = −dV

dr

ṙ ̸= 0 ⇒ µr̈ − l2

µr3
− F (r) = 0

متغیر تغییر : r =
1

u

ṙ = − 1

u2
du

dt
= − 1

u2
du

dθ

dθ

dt
= − 1

u2
du

dθ
θ̇ = − 1

u2
du

dθ

l

µr2
= − l

µ

du

dθ

۱۴۶ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیفرانسیل) معادلات (روش حرکت مسیر حرکت−معادله معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

dE

dt
= 0 ⇒ ṙ

(
µr̈ − l2

µr3
+

dV

dr

)
= 0

F = −dV

dr

ṙ ̸= 0 ⇒ µr̈ − l2

µr3
− F (r) = 0

متغیر تغییر : r =
1

u
, ṙ = − l

µ

du

dθ

r̈ = − l

µ

d

dt

du

dθ
= − l

µ

d2u

dθ2
dθ

dt
= − l

µ

d2u

dθ2
θ̇ = − l

µ

d2u

dθ2
l

µr2
= − l2

µ2
u2

d2u

dθ2

۱۴۶ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دیفرانسیل) معادلات (روش حرکت مسیر حرکت−معادله معادلات


انرژی پایستگی : E = 1
2µṙ

2 + l2

2µr2
+ V (r) = ثابت

زاویه ای تکانه پایستگی : l = µr2θ̇ = ثابت

µr̈ − l2

µr3
= F (r)

متغیر تغییر : r =
1

u
, ṙ = − l

µ

du

dθ
, r̈ = − l2

µ2
u2

d2u

dθ2

− l
2

µ
u2

d2u

dθ2
− l2

µ
u3 = F

(
1

u

)
− µ

l2
1

u2
×
(
− l

2

µ
u2

d2u

dθ2
− l2

µ
u3
)

= − µ

l2
1

u2
× F

(
1

u

)
حرکت مسیر دیفرانسیل معادله :

d2u

dθ2
+ u = − µ

l2u2
F

(
1

u

)
۱۴۶ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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حرکت معادلات
تابع شکل است. ثابت k که r = kθ معادله ی به مارپیچ مدار یک در m جرم به ذره ای مسئله− ۱:

آورید. بدست را نیرو

d2u

dθ2
+ u = − m

l2u2
F

(
1

u

)
u =

1

r
=

1

kθ

du

dθ
= − 1

kθ2
= − k

r2
,

d2

dθ2
u =

2

kθ3
=

2k2

r3

2k2

r3
+

1

r
= −mr

2

l2
F (r)

F (r) = − l2

m

(
2k2

r5
+

1

r3

)

۱۴۶ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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حرکت معادلات
تابع شکل است. ثابت k که r = kθ معادله ی به مارپیچ مدار یک در m جرم به ذره ای مسئله− ۱:

آورید. بدست را نیرو

l = mr2θ̇

l = mk2θ2
dθ

dt
⇒ l

mk2
dt = θ2dθ

l

mk2

∫ t

0
dt =

∫ θ

0
θ2dθ ⇒ l

mk2
t =

1

3
θ3

θ(t) =
3

√
3l

mk2
t1/3

r = kθ ⇒ r(t) = k
3

√
3l

mk2
t1/3

۱۴۶ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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حرکت معادلات
تابع شکل است. ثابت k که r = kθ معادله ی به مارپیچ مدار یک در m جرم به ذره ای مسئله− ۱:

آورید. بدست را نیرو

θ(t) =
3

√
3l

mk2
t1/3, r(t) = k

3

√
3l

mk2
t1/3

r̈ =
−2k

9
3

√
3l

mk2
t−5/3 =

−2k

9

[
3l

mk2

]1/3
k5
[

3l

mk2

]5/3
=

−2k6

9

[
3l

mk2

]2
mr̈ − l2

mr3
= F (r)

m

(
−2k6

9

)[
3l

mk2

]2
− l2

mr3
= F (r)

− l2

m

(
2k2

r5
+

1

r3

)
= F (r)

۱۴۶ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
هستند، مرکزی نیروهای تحت حرکت ثوابت l زاویه ای حرکت اندازه و E انرژی

E =
1

2
µṙ2 + Veff(r) = ثابت

Veff =
l2

2µr2
+ V (r)

l = µr2θ̇ = ثابت

کرد. خواهیم بررسی را کولنی جاذب و فنر مرکزی پتانسیل دو داریم قصد اینجا در
فنر مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل <

Veff =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

جاذب کولنی مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل <

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

۱۴۶ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
فنر: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

r

Veff

r

Veff

۱۴۶ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

r0

E0

فنر: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

موثر پتانسیل مینیمم

Feff = −dVeff
dr

= 0

− l2

µr3
+ kr = 0

بنابراین

r0 =
4

√
l2

µk
و Veff(r0) =

√
l2k

µ
= E0

۱۴۶ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

r0

E0

فنر: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

موثر پتانسیل مینیمم

Feff = −dVeff
dr

= 0

r0 =
4

√
l2

µk
و Veff(r0) =

√
l2k

µ
= E0

طول مقیاس : 4

√
l2

µk
, انرژی مقیاس :

√
l2k

µ

شعاعی سرعت ،r0 شعاع به دایره ای روی بر µ ذره
دارد. صفر

۱۴۶ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

E0

r1

E1

r2

فنر: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

نمودار E0 انرژی از بالاتر انرژی با µ ذره ی <
این به که می کند قطع دونقطه در را موثر پتانسیل
صفر برابر ذره شعاعی سرعت آن در که نقاط

می شود. گفته بازگشت نقطه ی می شود،
برای <

E1 > E0

رابطه ی از r2 و r1 بازگشت نقاط

E1 =
l2

2µr2
+

1

2
kr2

می آید. بدست

۱۴۶ / ۴۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
کولنی: جاذب مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
−k
r
, k > 0

r/a

Veff/V0

r/a

Veff/V0

۱۴۶ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

r0

E0

کولنی: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

موثر پتانسیل مینیمم

Feff = −dVeff
dr

= 0

− l2

µr3
+
k

r2
= 0

بنابراین

r0 =
l2

µk
و Veff(r0) = −1

2

µk2

l2
= E0

۱۴۶ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

r0

E0

کولنی: مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

موثر پتانسیل مینیمم

Feff = −dVeff
dr

= 0

r0 =
l2

µk
و Veff(r0) = −1

2

µk2

l2
= E0

طول مقیاس :
l2

µk
, انرژی مقیاس :

µk2

l2

سرعت ،r0 شعاع به دایره ای روی بر µ ذره
دارد. صفر شعاعی

۱۴۶ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
جاذب: کولنی مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

r

Veff

E0

r1

E1

r2

می آیند، بدست زیر رابطه ی از r2 و r1 بازگشت نقاط E0 < E1 < 0 برای <

E1 =
l2

2µr2
− k

r

می شود. صفر برابر ذره شعاعی سرعت بازگشت نقاط در <
۱۴۶ / ۵۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

r

Veff

E0

r1

E1

r2
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

۱۴۶ / ۵۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

که زمانی مدت :Tr شعاعی تناوب زمان ◀

می رود. B به بعد و X به A از µ ذره ی
زمان مدت حقیقت در شعاعی تناوب زمان
شعاع دو بین ذره برگشت و رفت یک

است. r2 = rⅿax و r1 = rⅿin

زمانی مدت :Tθ زاویه ای تناوب زمان ◀

به بعد و X به A از µ ذره ی که
زاویه ای تناوب زمان می رود. A′

بردار چرخش زمان مدت حقیقت در
است. 2π اندازه به r⃗ ذره مکان

باشند، همنوا تناوبی دوره های اگر ◀

Tr
nr

=
Tθ
nθ

می گردد. بر اول وضعیت به نهایت ذره

می نامند. بسته مدار را مدارهایی چنین

۱۴۶ / ۵۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف

مرکزی پتانسیل برای
V (r) = −k/r

.(Tr = Tθ) برابرند زاویه ای و شعاعی تناوب دوره است، k > 0 که

۱۴۶ / ۵۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
جاذب: کولنی مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

r

Veff

r3

E3

می آید، بدست زیر رابطه ی از r3 بازگشت نقطه تنها E3 > 0 برای <

E3 =
l2

2µr2
− k

r

۱۴۶ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
جاذب: کولنی مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
− k

r
, k > 0

E3 =
1
2µv

2
0 > 0 برای برای <

می شود. دور آن از سپس و شده مرکزی پتانسیل وارد b برخورد پارامتر و v0 اولیه ی سرعت با µ ذره

۱۴۶ / ۵۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
کولنی: دافع مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+
k

r
, k > 0

r/a

Veff/V0

r/a

Veff/V0

۱۴۶ / ۵۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
کولنی: دافع مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+
k

r
, k > 0

r/a

Veff/V0

rc

Ec

می آید، بدست زیر رابطه ی از rc بازگشت نقطه ،Ec > 0 برای <

Ec =
l2

2µr2
+
k

r
۱۴۶ / ۵۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
کولنی: دافع مرکزی پتانسیل حضور در موثر پتانسیل

Veff =
l2

2µr2
+
k

r
, k > 0

Ec =
1
2µv

2
0 > 0 برای <

می شود. دور آن از سپس و شده مرکزی پتانسیل وارد b برخورد پارامتر و v0 اولیه ی سرعت با µ ذره

۱۴۶ / ۶۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
یک و نوترون یک بین جاذب نیروهای هسته ای، نیروهای مورد در یوکاوا نظریه بنابر مسئله− ۲:

شکل به پتانسیلی تابع با هسته داخل در پروتون

V (r) = −k
r
e−r/a, a, k > 0

کنید. بحث آن روی و رسم را Veff نمودار ب) کنید. پیدا را F (r) نیروی الف) می شود. داده نمایش
حرکت تناوب زمان د) کنید. محاسبه را L و E کند، حرکت r0 شعاع به دایره ای روی ذره اگر ج)

کنید. محاسبه را پریشیده دایره ای مدار برای را کوچک نوسانات تناوب زمان و دایره ای

الف)

F (r) = −dV

dr
= −k

(
1

r2
+

1

ar

)
e−r/a

ب)

Veff =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

۱۴۶ / ۶۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff =
l2

2µr2
−k
r
e−ar, l2 =

1

4
µka

r/a

Veff/(k/a)

r0

Veff(r0)/(k/a)

۱۴۶ / ۶۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff =
l2

2µr2
−k
r
e−ar, l2 =

1

2
µka

r/a

Veff/(k/a)

۱۴۶ / ۶۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff =
l2

2µr2
−k
r
e−ar, l2 =

1

2
µka

r/a

Veff/(k/a)

r0

Veff(r0)/(k/a)

۱۴۶ / ۶۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff =
l2

2µr2
−k
r
e−ar, l2 = µka

r/a

Veff/(k/a)

۱۴۶ / ۶۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff(r) =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

ج)
d

dr
Veff|r0 = 0 ⇒ − l2

µr30
+
k

r20
e−r0/a +

k

r0a
e−r0/a = 0

l2 = µk

(
r0 +

r20
a

)
e−r0/a

l =

[
µk

(
r0 +

r20
a

)
e−r0/a

]1/2
E = Veff(r0)

E =
l2

2µr20
− k

r0
e−r0/a = − k

2r0

(
1− r0

a

)
e−r0/a

۱۴۶ / ۶۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff(r) =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

د)

l =

[
µk

(
r0 +

r20
a

)
e−r0/a

]1/2
l = µr20 θ̇ = µr20ωθ ⇒ ωθ =

l

µr20

ωθ =
1

µr20

[
µk

(
r0 +

r20
a

)
e−r0/a

]1/2
=

[
k

µ

(
1

r30
+

1

ar20

)
e−r0/a

]1/2

Tθ = 2π

[
k

µ

(
1

r30
+

1

ar20

)
e−r0/a

]−1/2

= 2π

√
(µr30/k)e

r0/a

1 + (r0/a)

۱۴۶ / ۶۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff(r) =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

د)

Veff(r) = Veff(r0) +

(
dVeff
dr

)
r0

(r − r0) +
1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2 + · · ·

(
dVeff
dr

)
r0

= 0

Veff(r) ≃ Veff(r0) +
1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

باشیم. داشته پریشیده دایره ی مدار که است حالتی برای جعبه داخل قسمت
۱۴۶ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff(r) =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

د)

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

ωr =

√
1

µ

(
d2Veff
dr2

)
r0(

d2Veff
dr2

)
r0

=
k

r30

(
1 +

r0
a

− r20
a2

)
e−r0/a

Tr = 2π

√
(µr30/k)e

r0/a

1 + (r0/a)− (r0/a)2

۱۴۶ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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موثر پتانسیل نمودار روش از مداری حرکت توصیف
مسئله− ۲:

Veff(r) =
l2

2µr2
− k

r
e−r/a

د)

Tθ = 2π

√
(µr30/k)e

r0/a

1 + (r0/a)

Tr = 2π

√
(µr30/k)e

r0/a

1 + (r0/a)− (r0/a)2

Tr
Tθ

=

√
1 + (r0/a)

1 + (r0/a)− (r0/a)2

دیگر جملات مقابل در (r0/a)
2 جمله ی از رادیکال زیر کسر مخرج در می توان ،r0 ≪ a اگر

برابرند. هم با زاویه ای و شعاعی نوسانات پریود شرایط این در کرد. چشم پوشی

۱۴۶ / ۷۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کولنی پتانسیل یک در مدار
کولنی نیروی) (یا پتانسیل در µ ذره دیفرانسیلی حرکت معادله ی

جاذب پتانسیل : V (r) = −k
r
, دافع پتانسیل : V (r) =

k

r

جاذب نیروی : F (r) = −dV

dr
= − k

r2
, دافع نیروی : F (r) = −dV

dr
=

k

r2

می شود، داده زیر بصورت

جاذب نیروی برای :
d2u

dθ2
+ u =

µk

l2

دافع نیروی برای :
d2u

dθ2
+ u = −µk

l2

جاذب نیروی برای :
1

r
= u = uهمگن + uناهمگن =

µk

l2
+A cos(θ − ϕ)

دافع نیروی برای :
1

r
= u = uهمگن + uناهمگن = −µk

l2
+A cos(θ − ϕ)

بازگشت نقاط بوسیله ی A مثبت ثابت و می کند مشخص را صفحه در مدار اولیه گیری جهت ϕ ثابت
می شود. تعیین

۱۴۶ / ۷۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E < 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

1

r
=
µk

l2
+A cos θ

شود، می داده زیر بصورت −1 ≤ cos θ ≤ 1 محدودی به توجه با r مقدار بیشترین و کمترین

1

r1,2
=
µk

l2
±A

r

Veff

E0

r1

E

r2

بازگشت نقاط از استفاده با A تعیین

E = Veff(r), E0 < E < 0

1

r2
− 2µk

l2
1

r
− 2µE

l2
= 0

E0 = −1

2

µk2

l2

۱۴۶ / ۷۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E < 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

1

r
=
µk

l2
+A cos θ

شود، می داده زیر بصورت −1 ≤ cos θ ≤ 1 محدودی به توجه با r مقدار بیشترین و کمترین

1

r1,2
=
µk

l2
±A

بازگشت نقاط از استفاده با A تعیین

E = Veff(r), E < 0

1

r2
− 2µk

l2
1

r
− 2µE

l2
= 0

1

r1,2
=
µk

l2
±

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2
⇒ A =

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2

۱۴۶ / ۷۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کولنی پتانسیل یک در مدار
E < 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

1

r
=
µk

l2
+

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2
cos θ

1

r
=
µk

l2

[
1 +

√
1 +

2El2

µk2
cos θ

]
⇒ r =

(l2/µk)

1 +
√

1 + (2El2/µk2) cos θ

قطبی مختصات در بیضی معادله ی با بالا معادله ی مقایسه

r =
a(1− e2)

1 + e cos θ
, 0 < e < 1

مدار بزرگ قطر نیم و مرکز از خروج

e =

√
1 +

2El2

µk2
, a(1− e2) =

l2

µk
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E < 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

r =
(l2/µk)

1 +
√
1 + (2El2/µk2) cos θ

مدار مرکز از خروج

e =

√
1 +

2El2

µk2

1 +
2El2

µk2
> 0 ⇒ −1

2

µk2

l2
< E ⇒ E0 < E

بنابراین 0 < e < 1 که آنجایی از
E0 < E < 0

مقید حالت انرژی و بزرگ قطر

a(1− e2) =
l2

µk
⇒ −a2El

2

µk2
=

l2

µk
⇒ E = − k

2a
= ثابت

۱۴۶ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کپلر قوانین
آن کانونهای ار یکی در خورشید که شکل بیضی مدارهایی در سیارات مدارها: قانون ◀

کند. می حرکت دارد، قرار
مساوی زمانی بازه های در خورشید به سیاره هر واصل خط مساحتها: قانون ◀

می کند. جاروب یکسان مساحتهای

dA

dt
=

l

2µ
= ثابت

∆A =
l

2µ
∆t

قطر نیم مکعب با متناسب سیاره هر دوران تناوب زمان مربع تناوب: زمانهای قانون ◀

است. مدار بزرگ

تناوب دوره یک برای : بیضی مساحت =
lT

2µ

بیضی مساحت = πab = πa2
√

1− e2

۱۴۶ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کپلر قوانین
قطر نیم مکعب با متناسب سیاره هر دوران تناوب زمان مربع تناوب: زمانهای قانون ◀

است. مدار بزرگ

تناوب دوره یک برای :
lT

2µ
= πa2

√
1− e2

بیضی مدار در

a(1− e2) =
l2

µk
⇒ 1− e2 =

l2

µka

بنابراین
lT

2µ
= πa2

√
l2

µka

می رسانیم، ۲ توان به را طرفین

l2T 2

4µ2
= π2a4

l2

µka
⇒ T 2 =

4π2µ

k
a3 ⇒ T 2

a3
=

4π2µ

k
= ثابت

۱۴۶ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کپلر قوانین

قطر نیم مکعب با متناسب سیاره هر دوران تناوب زمان مربع تناوب: زمانهای قانون ◀

است. مدار بزرگ
T 2

a3
=

4π2µ

k
= ثابت

گرانش نیروی برای

µ =
Mm

M +m
, k = GMm

صورت دراین
T 2

a3
=

4π2

G(M +m)

بنابراین M ≫ m چون
T 2

a3
≃ 4π2

GM

۱۴۶ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کپلر قوانین
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E > 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

جاذب نیروی برای :
1

r
=
µk

l2
+A cos θ

r

Veff

r1

E

بازگشت نقطه : Veff(r) = E ⇒ l2

2µr2
− k

r
= E, E > 0

1

r2
− 2µk

l2
1

r
− 2µE

l2
= 0 ⇒ 1

r1,2
=
µk

l2
±

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2

۱۴۶ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E > 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

جاذب نیروی برای :
1

r
=
µk

l2
+A cos θ

شود، می داده زیر بصورت −1 ≤ cos θ ≤ 1 محدودی به توجه با

1

r1,2
=
µk

l2
±A

بازگشت نقطه

1

r1,2
=
µk

l2
±

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2
=
µk

l2

(
1±

√
1 +

2El2

µk2

)
, E > 0

A =

√
1 +

2El2

µk2
> 1

۱۴۶ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کولنی پتانسیل یک در مدار
E > 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

جاذب نیروی برای :
1

r
=
µk

l2
+

√
1 +

2El2

µk2
cos θ

1

r
=
µk

l2

[
1 +

√
1 +

2El2

µk2
cos θ

]
⇒ r =

(l2/µk)

1 +
√

1 + (2El2/µk2) cos θ

قطبی مختصات در هذلولی معادله ی با بالا معادله ی مقایسه

r =
a(e2 − 1)

1 + e cos θ
, e > 1

مدار اصلی محور نصف و مرکز از خروج

e =

√
1 +

2El2

µk2
> 1, a(e2 − 1) =

l2

µk
⇒ E =

k

2a
= ثابت
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E = 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

جاذب نیروی برای :
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r
=
µk

l2
+A cos θ

r

Veff

E

بازگشت نقطه : Veff(r) = 0 ⇒ l2

2µr2
− k

r
= 0, E > 0

1

r2
− 2µk

l2
1

r
= 0 ⇒ 1

r1,2
= 0,

2µk

l2
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E = 0 وقتی ϕ = 0 اولیه جهتگیری و جاذب نیروی برای

جاذب نیروی برای :
1

r
=
µk

l2
+A cos θ

شود، می داده زیر بصورت −1 ≤ cos θ ≤ 1 محدودی به توجه با

1

r1,2
=
µk

l2
±A

بازگشت نقطه
1

r1,2
= 0,

2µk

l2

A =
µk

l2

بنابراین
1

r
=
µk

l2
(1 + cos θ)
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جاذب نیروی برای :
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=
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l2
(1 + cos θ)

r =
(l2/µk)

1 + cos θ

قطبی مختصات در سهمی معادله ی با بالا معادله ی مقایسه

r =
2a

1 + cos θ
, e = 1

مدار اصلی محور نیم
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⇒ a =
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2µk
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کولنی پتانسیل یک در مدار
ϕ = 0 اولیه جهتگیری و دافع نیروی برای

دافع نیروی برای :
1

r
= −µk

l2
+A cos θ

r/a

Veff/V0

r1

E

بازگشت نقطه : Veff(r) = E ⇒ l2

2µr2
+
k

r
= E, E > 0

1

r2
+

2µk

l2
1

r
− 2µE

l2
= 0 ⇒ 1

r1,2
= −µk

l2
±

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2
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ϕ = 0 اولیه جهتگیری و دافع نیروی برای

دافع نیروی برای :
1

r
= −µk

l2
+A cos θ

شود، می داده زیر بصورت −1 ≤ cos θ ≤ 1 محدودی به توجه با

1

r1,2
= −µk

l2
±A

بازگشت نقطه

1

r1,2
= −µk

l2
±

√(
µk

l2

)2

+
2µE

l2
=
µk

l2

(
−1±

√
1 +

2El2

µk2

)
, E > 0

A =
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1 +

2El2

µk2
> 1
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ϕ = 0 اولیه جهتگیری و دافع نیروی برای

دافع نیروی برای :
1

r
= −µk

l2
+

√
1 +
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µk2
cos θ

1

r
=
µk

l2

[
−1 +

√
1 +
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µk2
cos θ

]
⇒ r =

(l2/µk)

−1 +
√

1 + (2El2/µk2) cos θ

قطبی مختصات در هذلولی معادله ی با بالا معادله ی مقایسه

r =
a(e2 − 1)

−1 + e cos θ
, e > 1

مدار اصلی محور نصف و مرکز از خروج

e =

√
1 +

2El2

µk2
> 1, a(e2 − 1) =
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⇒ E =

k

2a
= ثابت
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح

v0
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q

M

Q
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
هذلولی مدار معادله

r =
(l2/µk)

−1 +
√
1 + (2El2/µk2) cos θ

=
a(e2 − 1)

−1 + e cos θ

مدار مجانبهای از یکی روی بر (بینهایت) دور فواصل از v0 سرعت با µ ذره که می کنیم فرض <
دیگر مجانب روی بر شدن پراکنده از پس و شود می پرتاب M ذره ی دافع میدان بطرف هذلولی

می شود. دور بینهایت بطرف

یعنی است، دور کافی اندازه به M ذره دافع کولنی پتانسیل از µ ذره ،r = ∞ برای <

V (r) → 0

با برابر آن انرژی و
E =

1

2
µv20

است.

۱۴۶ / ۱۲۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح

v0
µ

q

M

Q

r
rⅿin

r

θ
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح

v0
µ

q

M

Q

2α
Θ
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
هذلولی مدار معادله

r =
(l2/µk)

−1 +
√
1 + (2El2/µk2) cos θ

=
a(e2 − 1)

−1 + e cos θ

مدار مجانبهای از یکی روی بر (بینهایت) دور فواصل از v0 سرعت با µ ذره که می کنیم فرض <
دیگر مجانب روی بر شدن پراکنده از پس و شود می پرتاب M ذره ی دافع میدان بطرف هذلولی

می شود. دور بینهایت بطرف
با است برابر µ ذره انرژي ،r = ∞ برای <

E =
1

2
µv20

α = θ ،r = ∞ برای <
داریم r = ∞ برای <

cos θ = cosα =
1

e
از است عبارت Θ مجانب دو بین زاویه  و 2α پراکندگی زاویه بین رابطه <

Θ = π − 2α
۱۴۶ / ۱۲۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح

v0
µ

q

M

Q

b برخورد پارامتر
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
مدار مجانبهای از یکی روی بر (بینهایت) دور فواصل از v0 سرعت با µ ذره که می کنیم فرض <
دیگر مجانب روی بر شدن پراکنده از پس و شود می پرتاب M ذره ی دافع میدان بطرف هذلولی

می شود. دور بینهایت بطرف
با است برابر µ ذره انرژي ،r = ∞ برای <

E =
1

2
µv20

α = θ ،r = ∞ برای <
داریم r = ∞ برای <

cos θ = cosα =
1

e
از است عبارت Θ مجانب دو بین زاویه  و 2α پراکندگی زاویه بین رابطه <

Θ = π − 2α

با است برابر µ ذره زاویه ای حرکت اندازه ،r = ∞ در <

l = µv0b

۱۴۶ / ۱۲۷ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
Θ مجانب دو زاویه ی با برخورد پارامتر رابطه

tan

(
Θ

2

)
= tan

(π
2
− α

)
= cotα

اگر
cosα =

1

e

بنابراین

tan

(
Θ

2

)
= cotα =

1/e√
1− 1/e2

=
1√
e2 − 1

⇒ tan

(
Θ

2

)
=

√
µk2

2El2

l = µv0b و E = µv20/2 چون

tan

(
Θ

2

)
=

√
µk2

2El2
=

√
µk2

2(µv20/2)(µv0b)
2
=

k

µv20b
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
Θ مجانب دو بین زاویه ی با برخورد پارامتر رابطه

tan

(
Θ

2

)
=

k

µv20b
یا b =

k

µv20
cot

(
Θ

2

)
و db = − k

2µv20

dΘ

sin2(Θ/2)

در Θ زاویه می شود. کوچکتر ،Θ مجانب، دو بین زاویه شود، بزرگتر ،b برخورد، پارامتر چه هر
است. اندازه گیری قابل آزمایشگاه

۱۴۶ / ۱۲۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
Θ مجانب دو بین زاویه ی با برخورد پارامتر رابطه

b =
k

µv20
cot

(
Θ

2

)
=

k

µv20

cos(Θ/2)

sin(Θ/2)
=

k

µv20

sinΘ

2 sin(Θ/2)

1

sin(Θ/2)

b =
k

2µv20

sinΘ

sin2(Θ/2)

db = − k

2µv20

dΘ

sin2(Θ/2)
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
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دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
از طلا نازک برگه که می تابد طلا نازک برگه به S منبع از آلفا باردار ذرات دسته یک ◀

است. شده تشکیل طلا اتمهای از ردیف یک

می شوند. پراکنده مختلف جهتهای در هسته ها با برخورد پس ذرات ◀

پارامتر با ذرات برای شوند، منحرف Θ زاویه ی تحت b برخورد پارامتر با ذرات اگر ◀

است. منفی dΘ که شوند می منحرف Θ+ dΘ زاویه ی تحت b+ db برخورد

بر هسته n شامل طلا نازک برگه و کنند برخورد طلا نازک برگه به آلفا ذره ی N اگر ◀

منحرف Θ+ dΘ زاویه ی در که آلفا ی ذره dN تعداد بنابراین باشد. سطح واحد
با است برابر می شود

dN = nNdσ

می شود. نامیده پراکندگی موثر مقطع dσ که

می باشد، پراکنده اتم هسته مرکز و b شعاع به قرصی سطح با برابر σ موثر مقطع ◀

σ = πb2

اینصورت در
dσ = 2πbdb

۱۴۶ / ۱۳۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دافع کولنی پتانسیل در پراکندگی مقطع سطح
پراکندگی مرکز به که b+ db و b برخورد پارامتر با فرودی ای ذرات ،dσ موثر مقطع ◀

منحرف Θ+ dΘ و Θ بین زاویه ای تحت که می دهد نشان را می شوند نزدیک
می شوند.

dσ = 2πbdb = 2π

(
k

2µv20

sinΘ

sin2(Θ/2)

)(
− k

2µv20

dΘ

sin2(Θ/2)

)
منفی علامت حذف با

dσ = 2π

(
k

2µv20

)2 sinΘ

sin4(Θ/2)
dΘ ۱

رابطه از تجربی بصورت را پراکندگی مقطع سطح راترفورد بار اولین

dN = Nndσ

یک برای N فرودی ذرات تعداد به نسبت dN شده منحرف ذرات تعداد شمارش با
نتیجه و آورد بدست Θ حسب بر سطح واحد بر کننده پراکنده اتمها از مشخصی چگالی

کرد. مقایسه ۱ رابطه با را حاصله
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پراکندگی مقطع سطح
دافع مرکزی نیروی برای :۳ مسئله

F (r) =
k

r3
, k > 0

آورید، بدست Θ+ dΘ زاویه ی و Θ زاویه بین dσ پراکندگی مقطع سطح

dσ =
2π3k

mv20

π −Θ

Θ2(2π −Θ)2
dΘ

می آوریم بدست مشخص را شده پراکنده ذره ی حرکت مسیر معادله ابتدا

du

dθ
+ u = − µ

l2u2
F (1)

du

dθ
+ u = −µk

l2
u⇒ du

dθ
+

(
1 +

µk

l2

)
u = 0

u =
1

r
= A cosβ(θ − θ0), θ0 = 0 : اولیه شرایط ⇒ 1

r
= A cosβθ

۱۴۶ / ۱۳۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پراکندگی مقطع سطح
:۳ مسئله

1

r
= A cosβθ, β =

√
1 +

µk

l2

می شود مشخص بازگشت نقطه از استفاده با A ثابت بنابراین −1 ≤ cosβθ ≤ 1 که انجایی از

Veff(r) = E ⇒ l2

2µr2
+
k

r2
= E ⇒ 1

r
=

√
2µE

l2 + µk

بنابراین

حرکت مسیر معادله :
1

r
=

√
2µE

l2 + µk
cosβθ

و زاویه ای حرکت اندازه بزرگی ،(r = باشد(∞ دور دافع نیروی میدان از کافی اندازه به ذره وقتی
با است برابر انرژی

l = µv0b, E = µv20/2
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پراکندگی مقطع سطح
مسئله− ۳:

0

30

60
90

120

150

180

210

240
270

300

330

0 0.5 1 1.5
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پراکندگی مقطع سطح
مسئله− ۳:

v0
µ

q

M

Q

r
rⅿin

r

θ
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پراکندگی مقطع سطح
مسئله− ۳:

v0
µ

q

M

Q

2α
Θ
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پراکندگی مقطع سطح
مسئله− ۳:

حرکت مسیر معادله :
1

r
=

√
2µE

l2 + µk
cosβθ, β =

√
1 +

µk

l2

α = θ ،r = ∞ برای <
داریم r = ∞ برای <

cosβθ = 0 ⇒ βθ = βα =
π

2
⇒ 2α =

π

β

از است عبارت Θ مجانب دو بین زاویه  و 2α پراکندگی زاویه بین رابطه <

Θ = π − 2α

Θ = π − π

β
⇒ π

β
= π −Θ ⇒ β =

π

π −Θ
⇒ β2 =

(
π

π −Θ

)2

1 +
µk

l2
=

(
π

π −Θ

)2

⇒ l2 = µk
(π −Θ)2

Θ(2π −Θ)
⇒ b2 =

k

µv20

(π −Θ)2

(2πΘ−Θ2)

۱۴۶ / ۱۳۹ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پراکندگی مقطع سطح
مسئله− ۳:

b2 =
k

µv20

(π −Θ)2

(2πΘ−Θ2)

پراکندگی مقطع سطح

σ = πb2 =
πk

µv20

(π −Θ)2

(2πΘ−Θ2)

پراکندگی مقطع سطح دیفرانسیل

dσ =
2π3k

mv20

π −Θ

Θ2(2π −Θ)2
dΘ

۱۴۶ / ۱۴۰ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار

Veff(r) = Veff(r0) +

(
dVeff
dr

)
r0

(r − r0) +
1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2 + · · ·

(
dVeff
dr

)
r0

= 0

Veff(r) ≃ Veff(r0) +
1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

باشیم. داشته پریشیده دایره ی مدار که است حالتی برای جعبه داخل قسمت

۱۴۶ / ۱۴۱ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

می شود، داده زیر بصورت مدارهایی چنین برای شعاعی نوسانات فرکانس

ωr =

√
1

µ

(
d2Veff
dr2

)
r0

تعادل نقطه :
(
dVeff
dr

)
r0

= − l2

µr30
+

(
dV

dr

)
r0

= − l2

µr30
− F (r0) = 0

l2 = −µr30F (r0)(
d2Veff
dr2

)
r0

=
3l2

µr40
+ F ′(r0) = −3F (r0)

r0
− F ′(r0)

۱۴۶ / ۱۴۲ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

می شود داده زیر بصورت مدارهایی چنین برای شعاعی نوسانات فرکانس

ωr =

√
1

µ

(
d2Veff
dr2

)
r0

l2 = −µr30F (r0)(
d2Veff
dr2

)
r0

=
3l2

µr40
+ F ′(r0) = −3F (r0)

r0
− F ′(r0)

ωr =

√
1

µ

(
−3F (r0)

r0
− F ′(r0)

)
۱۴۶ / ۱۴۳ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

می شود داده زیر بصورت مدارهایی چنین برای شعاعی نوسانات فرکانس

ωr =

√
1

µ

(
d2Veff
dr2

)
r0

=

√
1

µ

(
−3F (r0)

r0
− F ′(r0)

)

l2 = −µr30F (r0)

می شود داده زیر بصورت زاویه ای نوسانات فرکانس

θ̇ = ωθ =
l

µr20
=

√
−F (r0)

µr0

۱۴۶ / ۱۴۴ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار

E = Veff(r0) +
1

2
µṙ2 +

1

2

(
d2Veff
dr2

)
r0

(r − r0)
2

می شود داده زیر بصورت مدارهایی چنین برای شعاعی نوسانات فرکانس

ωr =

√
1

µ

(
−3F (r0)

r0
− F ′(r0)

)
, −3F (r0)

r0
− F ′(r0) > 0

می شود داده زیر بصورت زاویه ای نوسانات فرکانس

θ̇ = ωθ =
l

µr20
=

√
−F (r0)

µr0
, −F (r0) > 0

برابر و می شود نامیده اوج زاویه ی که کند می جاروب را زاویه ای رود، می rⅿax به rⅿin از r وقتی
با است

ψ = ωθ

(
1

2
Tr

)
=

π√
3 + [F ′(r0)/F (r0)]r0

۱۴۶ / ۱۴۵ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای تقریبا مدار یا پریشیده دایره ای مدار
بصورت دایره ای مدار شعاعی پریشیده نوسانات شرط ،F (r) = krn نیروی برای

−3F (r0)

r0
− F ′(r0) > 0 ⇒ −nkrn−1

0 − 3

r0
krn0 > 0

بصورت باید n شرایط این در که می شود داده

n > −3

با است برابر اوج زاویه ی و باشد برقرار

ψ = ωθ

(
1

2
Tr

)
=

π√
3 + [F ′(r0)/F (r0)]r0

=
π√
3 + n

بدین باشد. درست عدد یک کسر مخرج باید کند، می تکرار را خود که بسته مدار هر برای نکته:
با برابر بسته مسیر یک برای n مقادیر اینصورت در n > −3 شرط اعمال با ترتیب

−2, 1, 6, 13, · · ·

است. فنری نیروی n = 1 و کولنی نیروی n = −2 که بود خواهد
۱۴۶ / ۱۴۶ ۱۴۰۰ مهر مرکزی نیروهای قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


