
هوالعلیم
١ تحلیل انی م درس: ١ شماره: تمرین حل

زمان با متغیر بردار (١
A⃗(t) = îαt+ ĵβt٢ + k̂γt٣

آورید. بدست را d٢A⃗
dt٢ و dA⃗

dt
دوم و اول زمان مشتقهای ثابت اند. γ و β ،α است، معلوم

حل:
d

dt
A⃗(t) = îα + ٢ĵβt+ ٣k̂γt٢

d٢

dt٢
A⃗(t) = ٢ĵβ + ۶k̂γt

معادله به مارپیچ مسیر در ذره ای (٢

r⃗(t) = îb sinωt+ ĵb cosωt+ k̂ct٢

ثابت اند). c و ω ،b)است ثابت ذره این حرکت شتاب بزرگ که دهید نشان م کند. حرکت
حل:

v⃗ =
d

dt
r⃗(t) = bω(̂i cosωt− ĵ sinωt) + ٢ck̂t

a⃗ =
d٢

dt٢
r⃗(t) = −bω(̂i sinωt+ ĵ cosωt) + ٢ck̂

|⃗a| =
√

a٢x + a٢y + a٢z =
√
(bω)٢ + ۴c٢

از است عبارت قطبی مختصات در ذره ای مسیر معادله ی (٣

r(t) = bekt, θ(t) = ct

زاویه ی است، خارج به حرکت سوی که حال در دهید نشان مثبت اند. ثابتهای c و k ،b که
بیابید). را v⃗·⃗a

va
: م ماند(راهنمائ باق ثابت شتاب بردار و سرعت بردار میان

حل:
r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇٢)r̂ + (٢ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

آن در که
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ



و
ṙ = bkekt = kr, r̈ = bk٢ekt = k٢r

θ̇ = c, θ̈ = ٠

v⃗ = r(kr̂ + cθ̂), |v⃗| = r
√

k٢ + c٢

a⃗ = r((k٢ − c٢)r̂ + ٢kcθ̂), |⃗a| = r(k٢ + c٢)

برابر وشتاب سرعت داخل حاصلضرب

v⃗ · a⃗ = r٢(k٣ + kc٢)

برابر وشتاب سرعت بین زاویه ترتیب بدین
v⃗ · a⃗
|v⃗||⃗a|

=
k√

k٢ + c٢

با کروی مختصات در را آن حرکت که م لغزد چنان b ثابت شعاع به توپی روی بر ذره ای (۴
بیان م کنند زیر معادلات

r(t) = b, ϕ(t) = ωt, θ(t) =
π

٢ [١+
١
۴ cos(۴ωt)]

آورید. بدست زمان از تابع صورت به را ذره این سرعت بزرگ
حل:

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rϕ̇ sin θϕ̂

آن در که
r̂ = î cosϕ sin θ + ĵ sinϕ sin θ + k̂ cos θ

θ̂ = î cosϕ cos θ + ĵ sinϕ cos θ − k̂ sin θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

ṙ = ٠, θ̇ = −π

٢ω sin(۴ωt), ϕ̇ = ω

برابر ذره سرعت بردار ترتیب بدین

v⃗ = −bω
π

٢ sin(۴ωt)θ̂ − bω cos(
π

٨ cos(۴ωt))ϕ̂

برابر آن اندازه و

|v⃗| = bω

√
π٢

۴ sin٢(۴ωt) + cos٢(
π

٨ cos(۴ωt))

بردار باشد، ثابت v سرعت بزرگ اگر که کنید بررس آنجا از و ،v⃗ · a⃗ = vv̇ که دهید نشان (۵
عمودند. برهم ذره شتاب و سرعت

٢



حل:
v⃗ · v⃗ = v٢

یریم ب d
dt

بالا رابطه ی طرفین از اگر

dv⃗

dt
· v⃗ + v⃗ · dv⃗

dt
= ٢vv̇

داریم a⃗ = dv⃗
dt

شتاب تعریف به توجه با

٢a⃗ · v⃗ = ٢vv̇ ⇒ a⃗ · v⃗ = vv̇

است. صفر برابر a⃗ · v⃗ نتیجه در و v̇ = ٠ صورت این در باشد، ثابت سرعت بزرگ اگر
دهید نشان (۶

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = r⃗ · (v⃗ × ⃗̇a)·

حل:
d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = r⃗ · (v⃗ × ⃗̇a)·

م کنیم شروع بالا عبارت راست سمت از

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] =

dr⃗

dt
· (v⃗ × a⃗) + r⃗ · (dv⃗

dt
× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = v⃗ · (v⃗ × a⃗) + r⃗ · (⃗a× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = a⃗ · (v⃗ × v⃗) + r⃗ · (⃗a× a⃗) + r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

بنابراین است، صفر برابر بالا عبارت دوم و اول جمله

d

dt
[r⃗ · (v⃗ × a⃗)] = r⃗ · (v⃗ × da⃗

dt
)

م کند بیان زیر عبارت را شتاب مماس مولفه دهید نشان (٧

aτ =
v⃗ · a⃗
v

·

بردار بنابراین است سرعت بردار بر منطبق حرکت مسیر بر مماس بردار که آنجایی از حل:
شتاب بردار اگر کل حالت در نوشت. t̂ = v⃗

v
بصورت م توان را حرکت مسیر بر مماس ه ی

داریم ،(t̂ · n̂ = کرد(٠ تجزیه n̂ آن بر عمود و t̂ راستای دو به بتوان را

a⃗ = ann̂+ att̂ ⇒ a⃗ = ann̂+ at
v⃗

v

٣



کنید سرعت بردار ضربدر را بالا عبارت طرفین حالا

v⃗ · a⃗ = anv⃗ · n̂+ at
v⃗ · v⃗
v

کنیم تقسیم سرعت بزرگ بر را طرفین اگر

v⃗ · a⃗
v

= an
v⃗

v
· n̂+ at

v⃗ · v⃗
v٢

⇒ v⃗ · a⃗
v

= ant̂ · n̂+ at

بنابراین
at =

v⃗ · a⃗
v

دهید نشان (٨
|v⃗ × a⃗| = v٣

ρ

است. متحرک دره ی مسیر انحنای شعاع ρ که
کرد، تجزیه وعمودی مماس راستای دو به بتوان را شتاب اگر قبل، مسئله به توجه با حل:

داریم
a⃗ = ann̂+ at

v⃗

v

کنید سرعت بردار در خارج ضرب را بالا عبارت طرفین حالا

v⃗ × a⃗ = anv⃗ × n̂+ at
v⃗ × v⃗

v
⇒ v⃗ × a⃗ = anv⃗ × n̂

کنید تقسیم و ضرب سرعت بزرگ ی بالا راست سمت عبارت در سادگ برای

v⃗ × a⃗ = anv(
v⃗

v
× n̂) ⇒ v⃗ × a⃗ = anv(t̂× n̂)

برابر بالا برداری تساوی اندازه
|v⃗ × a⃗| = anv

بنابراین ،an = v٢

ρ
برابر ذره شعاع شتاب باشد، ثابت ρ ذره مسیر انحنای شعاع اگر

|v⃗ × a⃗| = v٣

ρ

هر در که دهید نشان م غلتد. جلو به زمین روی بر a٠ ثابت شتاب با b شعاع به چرخ (٩
نسبت و است، (a٢٠+ v۴

b٢ )
١/٢ بصورت چرح مرکز به نسبت چرح روی نقطه هر شتاب بزرگ لحظه،

θ و لحظه ای سرعت v که بود، خواهد a٠

[
٢+ ٢ cos θ + v۴

a٢٠b٢
−
(
٢v٢
a٠b

)
sin θ

]١/٢
عبارت نیز زمین به

۴



است. شده اندازه گیری جلو به نقطه بالاترین از که م کند تعیین چرخ روی را نقطه ای وضعیت
است. مقدار بیشترین زمین به نسبت نقطه کدام شتاب

برابر (٣) مسئله مطابق ثابت شعاع با دایره مسیر بر ذره ی حرکت شتاب و سرعت حل:

v⃗ = bθ̇θ̂

a⃗ = −bθ̇٢r̂ + bθ̈θ̂

نقطه هر مماس شتاب مسئله فرض به توجه با و v = bθ̇ برابر سرعت بزرگ اول رابطه ی بوسیله
بنابراین است. a٠ = bθ̈ چرخ از

a⃗ = −v٢

b
r̂ + a٠θ̂

برابر چرخ از نقطه هر شتاب بزرگ ترتیب بدین

|⃗a| =
√

v۴

b٢
+ a٢٠

برابر θ زاویه حسب بر چرخ از نقطه هر حرکت معادله زمین، روی ناظر برای

r⃗ = îb(θ + sin θ) + ĵb cos θ

داریم بالا معادله ی از زمان گیری مشتق بار دو با

a⃗ = î(bθ̈ + bθ̈ cos θ − bθ̇٢ sin θ)− ĵ(bθ̈ sin θ + bθ̇٢ cos θ)

a⃗ = a٠

{
î(١+ cos θ − v٢

ba٠
sin θ)− ĵ(sin θ +

v٢

ba٠
cos θ)

}
با است برابر شتاب بزرگ

a = a٠

√
٢+ ٢ cos θ + v۴

a٢٠b
٢ −

(
٢v٢
a٠b

)
sin θ

F (v) = −kv
٣
٢ اک اصط نیروی با آن حرکت که یرید ب نظر در را m جرم به ذره ای حرکت (١٠

نم تواند ذره این که دهید نشان باشد، v٠ برابر x = ٠ در ذره اولیه سرعت اگر شود. م کند
بپیماید. را ٢mv

١/٢
٠

k
از بیش فاصله ای

نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −kv

٣
٢ ⇒ dv

dt
= − k

m
v

٣
٢

به نیاز بنابراین کنیم، محاسبه را م شود متوقف ذره وقت شده ط فاصله م خواهیم اینجا در
dv
dt

= dv
dx

dx
dt

= زنجیری قاعده از منظور این برای داریم. را جابجایی با ذره سرعت رابطه محاسبه
م کنیم استفاده v dv

dx

v
dv

dx
= − k

m
v

٣
٢ ⇒ v−

١
٢dv = − k

m
dx

۵



داریم بالا عبارت از یری انتگرال ∫با ٠

v٠

v−
١
٢dv = − k

m

∫ x

x٠

dx ⇒ ٠)٢−
√
v٠) = − k

m
∆x

بنابراین
∆x =

٢m√
v٠

k

آن به F (t) = F٠e
−kt نیروی t = ٠ لحظه در است. ون س حال در مبدا در m جرم به ذره ای (١١

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) م شود. وارد
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= F٠e

−kt ⇒ dv

dt
=

F٠
m

e−kt

نهایی جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
ن هم قسمت .x = x١ + x٢ است، x٢ ن ناهم قسمت و x١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله

بالا، ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
d٢x١
dt٢

= ٠

آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که است x١ = Aert بصورت پیشنهادی جواب ی دارای
.r١ = r٢ = ٠ بنابراین و r٢ = ٠ مشخصه معادله به منجر بالا دیفرانسیل معادله ن هم قسمت در

با است برابر ن هم قسمت جواب نتیجه در
x١ = A١ + A٢t

ن ناهم قسمت حل برای پیشنهادی جواب دارد. بستگ مسئله اولیه شرایط به A٢ و A١ که
d٢x٢
dt٢

=
F٠
m

e−kt

معادله ن ناهم قسمت در آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که م باشد x٢ = Be−kt بصورت
م شود B شدن پیدا به منجر بالا دیفرانسیل

Bk٢e−kt =
F٠
m

e−kt ⇒ B =
F٠
mk٢

با است برابر ن ناهم قسمت جواب ترتیب بدین

x٢ =
F٠
mk٢

e−kt

اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب

x = x١ + x٢ = A١ + A٢t+
F٠
mk٢

e−kt

۶



اولیه شرایط اعمال با که م باشد

x(t = ٠) = ٠ = A١ +
F٠
mk٢

v(t = ٠) = ٠ = A٢ −
F٠
mk

برابر سرعت و حرکت معادله

x = − F٠
mk٢

+
F٠
mk

t+
F٠
mk٢

e−kt

v =
F٠
mk

t− F٠
mk

e−kt

:(kt ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ − F٠
mk٢

+
F٠
mk

t+
F٠
mk٢

(١− kt+
١
٢(kt)

٢ + · · · ) = ١
٢
F٠
m

t٢ + · · ·

v ≃ F٠
mk

− F٠
mk

(١− kt+ · · · ) = F٠
m

t+ · · ·

:(kt ≫ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ − F٠
mk٢

+
F٠
mk

t

v ≃ F٠
mk

F (t) = F٠ sin(ωt+ϕ) نیروی t = ٠ لحظه در است. ون س حال در مبدا در m جرم به ذره ای (١٢
بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) م شود. وارد آن به

کنید.
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= F٠ sin(ωt+ ϕ) ⇒ dv

dt
=

F٠
m

sin(ωt+ ϕ)

نهایی جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
.x = x١ + x٢ است، x٢ ن ناهم قسمت و x١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله

پیشنهادی جواب و م باشد x١ = A١ + A٢t برابر ن هم قسمت جواب (١١) مسئله مانند
و مشتقگیری دوبار با که م باشد x٢ = B١ sinωt+B٢ cosωt بصورت ن ناهم قسمت حل برای

بصورت ضرایب حرکت دیفرانسیل معادله در آن دادن قرار با

B١ = − F٠
mω٢ cosϕ, B٢ = − F٠

mω٢ sinϕ

٧



اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب م شود. داده

x = A١ + A٢t−
F٠
mω٢ sin(ωt+ ϕ)

اولیه شرایط اعمال با که م باشد

x(t = ٠) = ٠ = A١ −
F٠
mω٢ sinϕ

v(t = ٠) = ٠ = A٢ −
F٠
mω

cosϕ

برابر سرعت و حرکت معادله

x =
F٠
mω٢ sinϕ+

F٠
mω

t cosϕ− F٠
mω٢ sin(ωt+ ϕ)

v =
F٠
mω

cosϕ− F٠
mω

cos(ωt+ ϕ)

:(kt ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ ١
٢
F٠
m

t٢ sinϕ+ · · ·

v ≃ F٠
m

t sinϕ+ · · ·

به F (t) = F٠ cos
٢ ωt نیروی t = ٠ لحظه در است. ون س حال در مبدا در m جرم به ذره ای (١٣

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) م شود. وارد آن
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= F٠ cos

٢ ωt ⇒ dv

dt
=

F٠
٢m(١+ cos٢ωt)

جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
.x = x١ + x٢ است، x٢ ن ناهم قسمت و x١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله نهایی

پیشنهادی جواب و م باشد x١ = A١ + A٢t برابر ن هم قسمت جواب (١١) مسئله مانند
که م باشد x٢ = C٠ + C١t+ C٢t

٢ +B١ sin٢ωt+B٢ cos٢ωt بصورت ن ناهم قسمت حل برای
بصورت ضرایب حرکت دیفرانسیل معادله در آن دادن قرار با و مشتقگیری دوبار با

C٠ = C١ = B١ = ٠, C٢ =
F٠
۴m, B٢ = − F٠

٨mω٢

اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب م شود. داده

x = A١ + A٢t+
F٠
۴mt٢ − F٠

٨mω٢ cos٢ωt

٨



اولیه شرایط اعمال با که م باشد

x(t = ٠) = ٠ = A١ −
F٠

٨mω٢

v(t = ٠) = ٠ = A٢

برابر سرعت و حرکت معادله

x =
F٠

٨mω٢ +
F٠
۴mt٢ − F٠

٨mω٢ cos٢ωt

v =
F٠
٢mω

t+
F٠
۴mω

sin٢ωt

:(kt ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ ١
٢
F٠
m

t٢ + · · ·

v ≃ F٠
m

t+ · · ·

F (t) = F٠e
−αt sin(ωt+ نیروی t = ٠ لحظه در است. ون س حال در مبدا در m جرم به ذره ای (١۴

بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) م شود. وارد آن به ϕ)

کنید.
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= F (t) = F٠e

−αt sin(ωt+ ϕ) ⇒ dv

dt
=

F٠
m

e−αt sin(ωt+ ϕ)

نهایی جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
.x = x١ + x٢ است، x٢ ن ناهم قسمت و x١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله

برای پیشنهادی جواب و م باشد x١ = A١+A٢t برابر ن هم قسمت جواب (١١) مسئله مانند
مشتقگیری دوبار با که م باشد x٢ = e−αt(B١ sinωt + B٢ cosωt) بصورت ن ناهم قسمت حل

بصورت ضرایب حرکت دیفرانسیل معادله در آن دادن قرار با و

B١ =
F٠
m

(α٢ − ω٢) cosϕ− ٢αω sinϕ

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢ , B٢ =
F٠
m

(α٢ − ω٢) sinϕ+ ٢αω cosϕ

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب م شود. داده

x = A١ + A٢t+
F٠
m

e−αt (α
٢ − ω٢) sin(ωt+ ϕ) + ٢αω cos(ωt+ ϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

اولیه شرایط اعمال با که م باشد

x(t = ٠) = ٠ = A١ +
F٠
m

(α٢ − ω٢) sinϕ+ ٢αω cosϕ

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

٩



v(t = ٠) = ٠ = A٢ −
F٠
m

(α٢ + ω٢)(α sinϕ+ ω cosϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

برابر سرعت و حرکت معادله

x = −F٠
m

(α٢ − ω٢) sinϕ+ ٢αω cosϕ

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢ +
F٠
m

(α٢ + ω٢)(α sinϕ+ ω cosϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢ t

+
F٠
m

e−αt (α
٢ − ω٢) sin(ωt+ ϕ) + ٢αω cos(ωt+ ϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

v =
F٠
m

(α٢ + ω٢)(α sinϕ+ ω cosϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢ − F٠α

m
e−αt (α

٢ − ω٢) sin(ωt+ ϕ) + ٢αω cos(ωt+ ϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

+
F٠ω

m
e−αt (α

٢ − ω٢) cos(ωt+ ϕ)− ٢αω sin(ωt+ ϕ)

(α٢ − ω٢(٢ + ۴α٢ω٢

:(kt ≪ ١) حدی حالتهای بررس
کندساز نیروی م شود. پرتاب افق سط ی روی در v٠ سرعت با m جرم به ای گلوله (١۵
حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) است. لحظه ای سرعت دوم ریشه ی با متناسب

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −kv٢ ⇒ dv

dt
= − k

m
v٢

بدین م شود، پیشنهاد طرفین از یری انتگرال روش دیفرانسیل، معادله ل ش به توجه با اینجا در
ترتیب

dv

dt
= − k

m
v٢ ⇒

∫ v

v٠

dv

v٢
= − k

m

∫ t

٠
dt ⇒

(
١
v
− ١

v٠

)
=

k

m
t ⇒ v٠

v
= ١+

kv٠
m

t

داریم τ = m
kv٠

اگر که دارد، زمان مقیاس m
kv٠

اینجا در

v =
v٠

١+ t
τ

داریم بالا رابطه طرفین از یری انتگرال با

dx =
v٠

١+ t
τ

dt ⇒
∫ x

٠
dx =

∫ t

٠

v٠
١+ t

τ

dt ⇒ x = v٠τ ln(١+
t

τ
)

:(t/τ ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ v٠t−
v٠
٢τ t

٢

v ≃ v٠ −
v٠
τ
t

١٠



م شود. پرتاب بالا به قائم بطور زمین سط روی از v٠ اولیه سرعت با m جرم به ای گلوله (١۶
و کنید محاسبه را v(t) و x(t) است. باشد ذره لحظه ای سرعت با متناسب کندساز نیروی اگر

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −mg − kv ⇒ dv

dt
= −g − k

m
v

نهایی جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
مقیاس m

k
اینجا در .y = y١+y٢ است، y٢ ن ناهم قسمت و y١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله

.τ = m
k

بنابراین دارد، زمان
بالا، ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله ن هم قسمت

d٢y١
dt٢

+
١
τ

dy١
dt

= ٠

آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که است y١ = Aert بصورت پیشنهادی جواب ی دارای
م شود. r٢ + ١

τ
r = ٠ مشخصه معادله به منجر بالا دیفرانسیل معادله ن هم قسمت در

با است برابر r١ = ٠, r٢ = −١
τ

ن هم قسمت جواب نتیجه در

y١ = A١ + A٢e
− t

τ

دارد. بستگ مسئله اولیه شرایط به A٢ و A١ که
ن ناهم قسمت حل برای پیشنهادی جواب

d٢y٢
dt٢

+
١
τ

dy٢
dt

= −g

ن ناهم قسمت در آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که م باشد y٢ = C٠+C١t+C٢t
٢ بصورت

ترتیب بدین .C٠ = C٢ = ٠, C١ = −gτ م شود، ضرایب شدن پیدا به منجر بالا دیفرانسیل معادله
با است برابر ن ناهم قسمت جواب

y٢ = −gτt

اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب

y = y١ + y٢ = A١ + A٢e
− t

τ − gτt

اولیه شرایط اعمال با که م باشد
x(t = ٠) = ٠ = A١ + A٢

v(t = ٠) = v٠ = −١
τ
A٢ − gτ ⇒ A٢ = −(v٠τ + gτ٢)

١١



برابر سرعت و حرکت معادله

x = (v٠τ + gτ١)(٢− e−
t
τ )− gτt

v = (v٠ + gτ)e−
t
τ − gτ

:(t/τ ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ v٠t−
١
٢(

v٠
τ

+ g)t٢ + · · ·

v ≃ v٠ − (
v٠
τ

+ g)t+ · · ·

،v = ٠ با است برابر ts اوج ارتفاع به رسیدن زمان

v = ٠ ⇒ (v٠ + gτ)e−
t
τ − gτ = ٠ ⇒ ts = τ ln

(
١+

v٠
gτ

)

م شود. پرتاب بالا به قائم بطور زمین سط روی از v٠ اولیه سرعت با m جرم به ای گلوله (١٧
کنید محاسبه را v(t) و x(t) است. باشد ذره لحظه ای سرعت مربع با متناسب کندساز نیروی اگر

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی حالتهای مورد در و
داریم نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −mg − kv٢ ⇒ dv

dt
= −g − k

m
v٢ ⇒ dv

dt
= −g(١+

k

mg
v٢) ⇒ dv

dt
= −g

(
١+

v٢

v٢t

)

یری انتگرال روش از دیفرانسیل معادله ل ش بخاطر اینجا در دارد. سرعت مقیاس √
mg
k

نسبت
م کنیم. استفاده مسئله حل ∫برای v

v٠

dv

١+ v٢

v٢t

= −g

∫ t

٠
dt ⇒ vt

(
tan−١

(
v

vt

)
− tan−١

(
v٠
vt

))
= −gt

ϕ = tan−١
(

v٠
vt

)
اگر

v = −vt tan

(
gt

vt
− ϕ

)
دارد. زمان مقیاس vt

g
نسبت

v = −vt tan

(
t

τ
− ϕ

)
بالا، معادله از دوباره یری انتگرال ∫با y

٠
dy = −vt

∫ t

٠
tan

(
t

τ
− ϕ

)
dt ⇒ y = vtτ ln

[
cos

(
t

τ
− ϕ

)]

١٢



:(t/τ ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ vtτ ln cosϕ+ v٠t−
١
٢g

(
١+

v٢٠
v٢t

)
t٢ + · · ·

v ≃ v٠ − g

(
١+

v٢٠
v٢t

)
t+ · · ·

هوا اک اصط نیروی اگر م شود. رها t = ٠ لحظه در y٠ ارتفاع از m جرم به ای گلوله (١٨
حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) است. باشد ذره لحظه ای سرعت با متناسب

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی
نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −mg − kv ⇒ dv

dt
= −g − k

m
v

نهایی جواب است. شده یل تش ن ناهم و ن هم قسمت دو از بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله
مقیاس m

k
اینجا در .y = y١+y٢ است، y٢ ن ناهم قسمت و y١ ن هم قسمت از برهم نه مسئله

.τ = m
k

بنابراین دارد، زمان
بالا، ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله ن هم قسمت

d٢y١
dt٢

+
١
τ

dy١
dt

= ٠

آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که است y١ = Aert بصورت پیشنهادی جواب ی دارای
نتیجه در م شود. r٢ + ١

τ
r = ٠ مشخصه معادله به منجر بالا دیفرانسیل معادله ن هم قسمت در

با است برابر r١ = ٠, r٢ = −١
τ

ن هم قسمت جواب

y١ = A١ + A٢e
− t

τ

دارد. بستگ مسئله اولیه شرایط به A٢ و A١ که
ن ناهم قسمت حل برای پیشنهادی جواب

d٢y٢
dt٢

+
١
τ

dy٢
dt

= −g

ن ناهم قسمت در آن دادن قرار و مشتقگیری دوبار با که م باشد y٢ = C٠+C١t+C٢t
٢ بصورت

ترتیب بدین .C٠ = C٢ = ٠, C١ = −gτ م شود، ضرایب شدن پیدا به منجر بالا دیفرانسیل معادله
با است برابر ن ناهم قسمت جواب

y٢ = −gτt

اولیه شرایط اعمال از قبل مسئله نهایی جواب

y = y١ + y٢ = A١ + A٢e
− t

τ − gτt

١٣



اولیه شرایط اعمال با که م باشد

v(t = ٠) = ٠ = −١
τ
A٢ − gτ ⇒ A٢ = −gτ٢

y(t = ٠) = y٠ = A١ + A٢ ⇒ A١ = y٠ + gτ٢

برابر سرعت و حرکت معادله
y = y٠ + gτ١)٢− e−

t
τ )− gτt

v = gτe−
t
τ − gτ

:(t/τ ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ y٠ −
١
٢gt

٢ + · · ·

v ≃ −gt+ · · ·

برابر vt ذره حدی سرعت بزرگ، کاف اندازه با زمانهای برای
lim
t
τ
→∞

v = −gτ = −vt

هوا اک اصط نیروی اگر م شود. رها t = ٠ لحظه در y٠ ارتفاع از m جرم به ای گلوله (١٩
حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) است. باشد ذره لحظه ای سرعت مربع با متناسب

کنید. بحث v(t) و x(t) حدی
داریم نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= −mg + kv٢ ⇒ dv

dt
= −g − k

m
v٢ ⇒ dv

dt
= −g(١− k

mg
v٢) ⇒ dv

dt
= −g

(
١− v٢

v٢t

)
یری انتگرال روش از دیفرانسیل معادله ل ش بخاطر اینجا در دارد. سرعت مقیاس √

mg
k

نسبت
م کنیم. استفاده مسئله حل ∫برای v

٠

dv

١− v٢

v٢t

= −g

∫ t

٠
dt ⇒ vt tanh

−١
(
v

vt

)
= −gt

و
v = −vt tanh

(
gt

vt

)
دارد. زمان مقیاس vt

g
نسبت

v = −vt tanh

(
t

τ

)
بالا، معادله از دوباره یری انتگرال ∫با y

٠
dy = −vt

∫ t

٠
tanh

(
t

τ

)
dt ⇒ y = −vtτ ln

[
cosh

(
t

τ

)]
١۴



:(t/τ ≪ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ −١
٢gt

٢ + · · ·

v ≃ −gt+ · · ·

:(t/τ ≫ ١) حدی حالتهای بررس

x ≃ −١
٢gt

٢ + · · ·

v ≃ −gt+ · · ·

ی اثر در قایق حرکت بعد به این از م شود. خاموش v٠ آن سرعت که وقت قایق موتور (٢٠
حالتهای مورد در و کنید محاسبه را v(t) و x(t) م شود. کند F (t) = F٠e

−kv کندساز نیروی
تا را فاصله ای چه و شود متوقف قایق تا م کشد طول مدت چه کنید. بحث v(t) و x(t) حدی

م کند. ط توقف
داریم نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= F٠e

−kv ⇒ dv

dt
=

F٠
m

e−kv

برای یری انتگرال روش از دیفرانسیل معادله ل ش بخاطر اینجا در دارد. سرعت ابعاد k ثابت
م کنیم. استفاده مسئله ∫حل v

٠
ekvdv =

F٠
m

∫ t

٠
dt ⇒ ١

k
(ekv − ekv٠) =

F٠
m

t

و

v =
١
k
ln

(
ekv٠ +

kF٠
m

t

)
=
١
k
ln

[
ekv٠

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)]
= v٠ +

١
k
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
بالا، معادله از دوباره یری انتگرال ∫با x

٠
dx = v٠t+

١
k

∫ t

٠
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
dt ⇒ x = v٠t+

mekv٠

F٠k٢

∫ t′

٠
ln(١+ t′)dt′

t′ = kF٠e−kv٠
m

t آن در که

x = v٠t+
mekv٠

F٠k٢

[(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
−
(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)]t
٠

x = v٠t+
mekv٠

F٠k٢

[(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
− kF٠e

−kv٠

m
t

]
x =

(
v٠ −

١
k

)
t+

mekv٠

F٠k٢

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
١۵



بنابراین ،v = ٠ توقف زمان آوردن بدست برای

−v٠ =
١
k
ln

(
١+

kF٠e
−kv٠

m
t

)
→ tstop =

m

kF٠
(١− ekv٠)

با است برابر شده ط مسافت

∆x =
mv٠
kF٠

− m

k٢F٠
(١+ ekv٠)

دارد، قرار F (v) = m(kv+cv٢) تاثیر تحت که حال در ،v٠ اولیه سرعت با m جرم به ذره ای (٢١
کنید. پیدا زمان از تابع بصورت را جابجایی م کند. حرکت به شروع

داریم نیوتن دوم قانون اساس بر حل:

m
dv

dt
= m(kv + cv٢) ⇒ dv

dt
= kv + cv٢

م کنیم. استفاده مسئله حل برای یری انتگرال روش از دیفرانسیل معادله ل ش بخاطر اینجا در

١
k

∫ v

v٠

(
١
v
− c

k + cv

)
dv =

∫ t

٠
dt ⇒ ln

(
v

v٠

)
− ln

(
k + cv

k + cv٠

)
= kt

و

v =
kv٠(

k+cv٠
v٠

)
e−kt − c

(١)

نیوتن، دوم قانون از دوباره یری انتگرال با

m
dv

dt
= m(kv + cv٢) ⇒ dv

dx

dx

dt
= kv + cv٢ ⇒ v

dv

dx
= kv + cv٢ ⇒ dv

dx
= k + cv

و

x =
١
c
ln

(
k + cv

k + cv٠

)
(٢)

م آید. بدست زمان از تابع بصورت جابجایی ر دی بای (٢) و (١) رابطه ترکیب از
ان م به بازگشت هنگام گلوله سرعت که دهید نشان و کنید استفاده ١٩ و ١٧ مسئله از (٢٢

برابر اولیه
v٠vt√
v٢٠ + v٢t

است. √mg
k

برابر vt حدی سرعت آن در که است
برابر نیوتن دوم قانون م کند، صعود ذره وقت حل:

m
dv

dt
= −mg − kv٢ ⇒ m

dv

dy

dy

dt
= −mg − kv٢ ⇒ m

vdv

mg + kv٢
= −dy (٣)

١۶



برابر نیوتن دوم قانون م کند، سقوط ذره وقت

m
dv

dt
= −mg + kv٢ ⇒ m

dv

dy

dy

dt
= −mg + kv٢ ⇒ m

vdv

−mg + kv٢
= dy (۴)

داریم یری انتگرال با (٣) رابطه در

m

∫ ٠

v٠

vdv

mg + kv٢
= −

∫ ys

٠
dy ⇒ m

k
ln

(
mg

mg + kv٢٠

)
= −ys (۵)

داریم یری انتگرال با (۴) رابطه در

m

∫ u

٠

vdv

−mg + kv٢
=

∫ ٠

ys

dy ⇒ m

k
ln

(
mg − kv٢

mg

)
= −ys (۶)

داریم ر دی ی با (۶) و (۵) روابط دادن قرار برابر از

mg

mg + kv٢٠
=

mg − kv٢

mg
⇒ v =

v٠vt√
v٢٠ + v٢t

است. √mg
k

برابر vt حدی سرعت آن در که

مظفری

١٧


