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١ تحلیل انی م درس: ٢ شماره: تمرین حل

آورید، بدست ساده هماهنگ نوسانگر ی برای را زیر نتایج (١

⟨V ⟩space =
١
۶kA

٢, ⟨K⟩space =
١
٣kA

٢ ⟨E⟩space = ⟨V ⟩space + ⟨K⟩space = ⟨E⟩time·

انرژی و ١
٢mv٢ جنبش انرژی جمله دو از است شده یل تش ساده نوسانگر ی انرژی حل:

١
٢kx

٢ پتانسیل
E = K + V =

١
٢mv٢ +

١
٢kx

٢

با است برابر [x١, x٢] بسته بازه ی در f(x) دلخواه تابع ی متوسط

⟨f⟩ = ١
x٢ − x١

∫ x٢

x١

f(x)dx

با برابر −A ≤ x ≤ A بازه در نوسانگر انرژی فضایی متوسط

⟨E⟩space =
١
٢A

∫ A

−A

(
١
٢mv٢ +

١
٢kx

٢
)
dx =

١
٢A

∫ A

−A

١
٢mv٢dx+

١
٢A

∫ A

−A

١
٢kx

٢dx

⟨E⟩space = ⟨K⟩space + ⟨V ⟩space

x = A sin(ωt+ϕ) برابر ساده نوسانگر حرکت معادله اگر م باشد. نوسانگر نوسانات دامنه A که
.v = Aω cos(ωt + ϕ) برابر نوسانگر حرکت سرعت است. حرکت اولیه فاز ϕ آن در که باشد

با است برابر جنبش انرژی و پتانسیل انرژی فضائ متوسط های

⟨V ⟩space =
١
٢A

∫ A

−A

١
٢kx

٢dx =
١
٢k

١
٢A

∫ A

−A

x٢dx =
١
۶kA

٢

⟨K⟩space =
١
٢A

∫ A

−A

١
٢mv٢dx =

١
٢m

١
٢A

∫ A

−A

v٢dx =
١
٢mω٢A٢ ١

٢A

∫ A

−A

cos٢(ωt+ ϕ)dx

⟨V ⟩space =
١
٢mω٢A٢ ١

٢A

∫ A

−A

[
١−

( x
A

)٢]
dx =

١
٣mω٢A٢

بنابراین k = mω٢ اینکه به توجه با

⟨V ⟩space =
١
۶mω٢A٢

⟨K⟩space =
١
٣mω٢A٢



برابر ساده نوسانگر کل انرژی فضائ متوسط نتیجه این با

⟨E⟩space = ⟨V ⟩space + ⟨K⟩space =
١
٢mω٢A٢ (١)

با است برابر ٠ ≤ t ≤ T بازه در نوسانگر انرژی زمان متوسط

⟨E⟩time =
١
T

∫ T

٠

(
١
٢mv٢ +

١
٢kx

٢
)
dt =

١
T

∫ T

٠

١
٢mv٢dt+

١
T

∫ T

٠

١
٢kx

٢dt

⟨E⟩time = ⟨K⟩time + ⟨V ⟩time

جنبش و پتانسیل انرژی زمان متوسط های م باشد. نوسانگر نوسانات پریود T = ٢π/ω که
با است برابر

⟨V ⟩time =
١
T

∫ T

٠

١
٢kx

٢dt =
١
٢kA

٢ ١
T

∫ T

٠
sin٢(ωt+ ϕ)dt =

١
٢kA

٢ ١
T

(
T

٢

)
=
١
۴kA

٢

⟨K⟩time =
١
T

∫ T

٠

١
٢mv٢dt =

١
٢mω٢A٢ ١

T

∫ T

٠
cos٢(ωt+ ϕ)dt =

١
٢mω٢A٢ ١

T

(
T

٢

)
=
١
۴mω٢A٢

بنابراین
⟨V ⟩time = ⟨K⟩time =

١
۴mω٢A٢

برابر ساده نوسانگر کل انرژی زمان متوسط نتیجه این با

⟨E⟩time = ⟨V ⟩time + ⟨K⟩time =
١
٢mω٢A٢ (٢)

با ساده نوسانگر ی انرژی زمان و فضائ متوسط که م دهند نشان (٢) و (١) رابطه های
برابرند ر دی ی

⟨E⟩time = ⟨E⟩space =
١
٢mω٢A٢

قائم فنر به بزرگ جعبه دارد. قرار M جرم به جعبه ای ی داخل در m کوچ جرم (٢
رها و م شود جابجا y٠ اندازه به تعادلش حالت از جعبه وقت است. شده بسته k فنر ثابت با
زمان از تابع بصورت را M و m بین واکنش دهد. م انجام ساده هماهنگ حرکت م شود،

آورید. بدست
برابر m کوچ جرم برای نیوتن دوم قانون حل:

m
d٢y

dt٢
= N −mg (٣)

٢



برابر M جرم به جعبه ی برای و

M
d٢y

dt٢
= N −Mg − ky

داریم ر دی ی با بالا عبارتهای جم از

(M +m)
d٢y

dt٢
= −(M +m)g − ky ⇒ d٢y

dt٢
+

k

M +m
y = −g

برابر حرکت دیفرانسیل معادله ،ω =
√

k
M+m

اگر م باشد. M +m ذره برای نیوتن دوم قانون که

d٢y

dt٢
+ ω٢y = −g

برابر بالا ٢ مرتبه دیفرانسیل معادله ن ناهم و ن هم قسمت جواب

y = A cosωt+B sinωt− g

ω٢

یعن م آیند، بدست مسئله اولیه شرایط به توجه با B و A ثوابت

y(t = ٠) = −y٠ ⇒ A− g

ω٢ = −y٠ ⇒ A =
g

ω٢ − y٠

v(t = ٠) = ٠ ⇒ B = ٠
بنابراین

y =
( g

ω٢ − y٠

)
cosωt− g

ω٢

داریم (٣) معادله از استفاده با

N = m
d٢y

dt٢
+mg ⇒ N = m(−g + ω٢y٠) cosωt+mg

حجم است شناور آب در وقت ρ جرم ال چ و A مقط سط به چوب قطعه ی (٣
نوسانات فرکانس بپرد، قطعه این روی m جرم به شخص اگر م کند. جابجا را آب از V برابر

کنید. پیدا را کوچ

٣



شده بسته m جرم به آن ر دی انتهای و است شده تثبیت k فنر ثابت با فنری انتهای ی (۴
ان م که دهید نشان م گیرد. قرار F افق ثابت نیروی تاثیر تحت t٠ زمان مدت برای است.

م شود داده زیر رابطه با نیرو قط از پس m جرم

x = x٠ +
F

k

(
cos

√
k

m
(t− t٠)− cos

√
k

m
t

)
·

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≤ t٠ بازای   حل:

m
d٢x

dt٢
+ kx = F ⇒ d٢x

dt٢
+

k

m
x =

F

m
⇒ d٢x

dt٢
+ ω٢x =

F

m

برابر بالا معادله ن ناهم و ن هم قسمت جواب که

x = A cosωt+B sinωt+
F

mω٢

داریم v(t = ٠) = ٠ و x(t = ٠) = ٠ کنیم فرض اگر

٠ = A+
F

mω٢ ⇒ A = − F

mω٢

٠ = ωB ⇒ B = ٠
بنابراین

x = − F

mω٢ cosωt+
F

mω٢

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t > t٠ بازای  

m
d٢x

dt٢
+ kx = ٠ ⇒ d٢x

dt٢
+

k

m
x = ٠ ⇒ d٢x

dt٢
+ ω٢x = ٠

برابر بالا دیفرانسیل معادله جواب که
x = A′ cosω(t− t٠) +B′ sinω(t− t٠)

پس ،v(t = t٠) =
F
mω

sinωt٠ و x(t = t٠) = − F
mω٢ cosωt٠ +

F
mω٢ داریم مسئله قبل قسمت از

A′ = − F

mω٢ cosωt٠ +
F

mω٢

B′ =
F

mω٢ sinωt٠

بنابراین

x =
F

mω٢ (cosω(t− t٠)− cosωt) =
F

k

(
cos

√
k

m
(t− t٠)− cos

√
k

m
t

)

۴



از v٠ اولیه سرعت با t = ٠ لحظه ی در ω٠ طبیع فرکانس و m جرم به نامیرائ نوسانگر (۵
نیروی بعد به لحظه این از م کند. نوسان آزادی به t = ٣π

٢ω٠ تا و م کند حرکت به شروع مبدا
کنید. پیدا را حرکت معادله م شود. اعمال F = F٠ cos(ωt+ θ)

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t ≤ ٣π
٢ω٠ بازای   حل:

m
d٢x

dt٢
+ kx = ٠ ⇒ d٢x

dt٢
+

k

m
x = ٠ ⇒ d٢x

dt٢
+ ω٢

٠x = ٠

برابر بالا دیفرانسیل معادله جواب که
x = A cosω٠t+B sinω٠t

داریم اولیه شرایط اعمال با
x =

v٠
ω٠

sinω٠t

برابر ذره حرکت دیفرانسیل معادله t > ٣π
٢ω٠ بازای  

m
d٢x

dt٢
+ kx = F٠ cos(ωt+ θ) ⇒ d٢x

dt٢
+

k

m
x =

F٠
m

cos(ωt+ θ) ⇒ d٢x

dt٢
+ ω٢

٠x =
F٠
m

cos(ωt+ θ)

برابر بالا دیفرانسیل معادله ن ناهم و ن هم قسمت جواب که

x = A′ cosω٠(t−
٣π
٢ω٠

) +B′ sinω٠(t−
٣π
٢ω٠

) +
F٠

m(ω٢
٠ − ω٢)

cos(ωt+ θ)

x = A′ cos(ω٠t−
٣π
٢ ) +B′ sin(ω٠t−

٣π
٢ ) +

F٠
m(ω٢

٠ − ω٢)
cos(ωt+ θ)

x = −A′ sinω٠t+B′ cosω٠t+
F٠

m(ω٢
٠ − ω٢)

cos(ωt+ θ)

پس ،v(t = ٣π
٢ω٠ ) = ٠ و x(t = ٣π

٢ω٠ ) = − v٠
ω٠

داریم مسئله قبل قسمت از

A′ = − v٠
ω٠

− F٠
m(ω٢

٠ − ω٢)
cos(

٢πω
٣ω٠

+ θ)

B′ =
F٠ω

m(ω٢
٠ − ω٢)ω٠

sin(
٢πω
٣ω٠

+ θ)

بنابراین

x =

(
v٠
ω٠

+
F٠

m(ω٢
٠ − ω٢)

cos(
٢πω
٣ω٠

+ θ)

)
sinω٠t+

(
F٠ω

m(ω٢
٠ − ω٢)ω٠

sin(
٢πω
٣ω٠

+ θ)

)
cosω٠t

+
F٠

m(ω٢
٠ − ω٢)

cos(ωt+ θ)

۵



است زیر بصورت اتم دو ول مول ی در اتم دو بین نیروی برای پتانسیل انرژی (۶

V (x) =
a

x١٢
− b

x۶
·

را نیرو تابع الف) مثبت اند. ثابت های b و a و است ر دی ی از اتم دو بین فاصله  x آن در که
سب اتم و بماند باق ساکن و باشد سنگین اتمها از ی اینکه فرض با ب) آورید. بدست

جرم اگر پ) کنید. بحث را تر سب ذره نه مم حرکات کند. حرکت مستقیم خط امتداد در
آورید. بدست را تعادل نقطه حول کوچ نوسانات فرکانس و تعادل نقطه باشد، m تر سب اتم

م کنیم عوض زیر بصورت ϵ و σ ثوابت با را b و a ثوابت سادگ برای حل:

a = ϵσ١٢, b = ϵσ۶

انرژی تابع شرایط این با دارد. نیرو ابعاد ϵ/σ و انرژی ابعاد ϵ طول، ابعاد σ متغییر تغییر این در
برابر نیروی و پتانسیل

V (x) = ϵ

(
σ١٢

x١٢
− σ۶

x۶

)
F (x) = −dV (x)

dx
= ϵ

(
١٢σ١٢
x١٣

− ۶σ۶
x٧

)
=

ϵ

σ

(
١٢σ١٣
x١٣

− ۶σ٧
x٧

)
قرار صفر برابر از است: شده داده زیر لهای ش در آن از ناش نیروی و پتانسیل انرژی نمودار

ی نیروی به مربوط راست سمت نمودار و پتانسیل انرژی به مربوط چپ سمت قرمز نمودار :١ ل ش
نمودار و خط چین(سبز) نمودار برهم نه از قرمز نمودارهای م باشد. مبدا از x فاصله در m جرم به ذره

م آیند. بدست نقطه چین(آبی)

م آید بدست تعادل نقاط یا نقطه پتانسیل، اول مشتق یا نیرو دادن

−F (x٠) =

(
dV (x)

dx

)
x٠

= ٠ ⇒ ϵ

(
−١٢σ١٢

x١٣
+
۶σ۶
x٧

)
x٠

= ٠ ⇒ x٠ = σ
۶√٢

۶



تقریب پتانسیل انرژی نمودار با قرمز) (رنگ V (x) انرژی پتانسیل نمودار چپ سمت ل ش در :٢ ل ش
xهای برای که م دهد نشان نمودار این شده اند. رسم همزمان آبی) (رنگ (۴) رابطه ی در شده زده
پتانسیل نمودار راست سمت ل ش در است. ساده نوسانگر مانند ذره حرکت x٠ نقطه حول کوچ خیل
بازگشت نقطه دو بین و است مقید ذره E١ مانند E < ٠ برای است. شده بحث مختلف انرژیهای بازای

نزدی مرکز به دور فواصل از وقت و دارد آزاد رفتار ذره E٢ مانند E > ٠ برای کند م نوسان x٢ و x١

م گردد. وباز م کند برخورد پتانسیل دیواره به x٣ نقطه در م شود

،x٠ تعادل نقطه حول x کوچ تغییرات برای .V (x٠) = −١
۴ϵ برابر تعادل نقطه در انرژی مقدار

م شود داده بسط زیر بصورت پتانسیل انرژی

V (x) = V (x٠) + (x− x٠)

(
dV (x)

dx

)
x٠

+
١
٢(x− x٠)

٢
(
d٢V (x)

dx٢

)
x٠

+ · · ·

پس است، صفر برابر بالا بسط راست سمت دوم جمله

V (x) ≃ −١
۴ϵ+

١
٢(x− x٠)

٢
(
d٢V (x)

dx٢

)
x٠

(۴)

١
٢k(x− x٠)

٢ ،x٠ تعادل نقطه حول فنر و جرم پتانسیل انرژی با (۴) رابطه ی دوم جمله مقایسه با
برابر فنر ،ثابت

k =

(
d٢V (x)

dx٢

)
x٠

=
١٨ϵ
٢√٣σ٢

برابر x٠ نقطه حول کوچ نوسانات فرکانس

ω =

√
k

m
=

√
١٨ϵ

m ٢√٣σ٢

م گیرد قرار زیر نیروی تاثیر تحت m جرم به ذره ای (٧

F (x) = B

(
a٢

x٢
− ٢٨a۵

x۵
+
٢٧a٨
x٨

)
·

٧



انواع ب) مثبت اند). ثابت های B و a)کنید رسم آنرا و یافته را پتانسیل انرژی تابع الف)
کوچ نوسانات فرکانس و کنید پیدا را تعادل نقاط تمام ج) کنید. بحث را نه مم حرکات

آورید. بدست را پایدار تعادل نقطه های حول
بدست را پتانسیل انرژی داریم قصد و است معلوم نیرو قبل مسئله برعکس اینجا در حل:

پس آوریم،
F (x)dx = −dV ⇒

∫ x

∞
F (x)dx = −(V (x)− V (∞))

بنابراین م گیریم، نظر در صفر برابر را V (∞) نیرو ل ش به توجه با

V (x) = −
∫ x

∞
F (x)dx = −B

∫ x

∞

(
a٢

x٢
− ٢٨a۵

x۵
+
٢٧a٨
x٨

)
dx ⇒ V (x) = Ba

(
a

x
− ٢٨a۴

۴x۴ +
٢٧a٧
٧x٧

)
نیرو تعادل نقاط آوردن بدست برای دارد. انرژی ابعاد Ba و نیرو ابعاد B طول، ابعاد a اینجا در

م دهیم قرار صفر برابر را

−F (x) =

(
dV (x)

dx

)
= ٠ ⇒ B

(
−a٢

x٢
+
٢٨a۵
x۵

− ٢٧a٨
x٨

)
= ٠

و پایدار تعادل نقطه x١ ل ش مطابق که است x٢ = ٣a و x١ = a تعادل نقطه دو دارای پتانسیل
نقطه ی در پتانسیل دوم مشتق علامت که است اشاره به لازم است. ناپایدار تعادل نقطه x٢

آنرا ،
(

d٢V (x)

dx٢

)
xe

< ٠ ناپایداری، و ،
(

d٢V (x)

dx٢

)
xe

> ٠ پایداری، یعن تعادل نوع xe مانند تعادل
م کند مشخص

k =
d٢V (x)

dx٢
=

B

a

(
٢a٣
x٣

− ١۴٠a۶
x۶

+
٢١۶a٩
x٩

)

٨



نوسانات فرکانس است. k = −٠/١٠٧B
a
< ٠ برابر x٢ نقطه در و k = ٧٨B

a
> ٠ برابر x١ نقطه در که

برابر x١ تعادل نقطه حول کوچ

ω =

√
k

m
=

√
٧٨B
ma

آن در ذره که دارد وجود پایدار تعادل نقاط حول فقط نوسان حرکت که نکنید فراموش است.
است. بازگشت نقطه دو دارای نقاط

م کند حرکت زیر پتانسیل چاه در m جرم به ذره ای (٨

V (x) = −V٠
a٢(a٢ + x٢)

٨a۴ + x۴
·

را نه مم حرکات انواع ب) مثبت اند). ثابت های a و Vکنید(٠ رسم را F (x) و V (x) الف)
نقطه های حول کوچ نوسانات فرکانس و کنید پیدا را تعادل نقاط تمام ج) کنید. بحث

آورید. بدست را پایدار تعادل
دارند. طول و انرژی ابعاد بترتیب a و V٠ ثوابت اینجا در حل:

V (x) = −V٠
١+ (x

a
)٢

٨+ (x
a
)۴

با است برابر ذره بر وارد نیروی

F (x) = −dV (x)

dx
= V٠

٢a٢x(٨a۴ − ٢a٢x٢ − x۴)

(٨a۴ + x۴)٢
=

V٠
a

٢(x
a
)(٨− ٢(x

a
)٢ − (x

a
)۴)

(٨+ (x
a
)۴)٢

منحن توجه با دارد. x٢ =
√
٢a و x١ = ٠ در تعادل نقطه دو پتانسیل انرژی x ≥ ٠ بازای

م باشد. پایدار تعادل نقطه x٢ و ناپایدار تعادل نقطه x١ پتانسیل انرژی

k =
d٢V (x)

dx٢
= −V٠

a٢
٢(۶۴− ۴٨(x

a
)٢ − ٩۶(x

a
)۴ + ١٠(x

a
)۶ + ٣(x

a
)٨)

(٨+ (x
a
)۴)٣

٩



است، پایدار تعادل دارای x٢ نقطه و k = − V٠
۴a٢ < ٠ چون است، ناپایدار تعادل دارای x١ نقطه

برابر x٢ تعادل نقطه حول کوچ نوسانات فرکانس .k = V٠
٣a٢ > ٠ چون

ω =

√
k

m
=

√
V٠

٣ma٢

است گرفته قرار −bv میرائ نیروی و −kx بازگرداننده ی نیروی تاثیر تحت m جرم به ذره ای (٩
رها صفر با برابر اولیه ای سرعت با سپس و م شود جابجا خود تعادل حالت از x٠ اندازه به

کنید. پیدا را میرا تند و بحران میرای کندمیرا، حرکت معادله م گردد.
تندمیرا حرکت برای حل:

x = e−γt(A١ cosh βt+ A٢ sinh βt)

اولیه شرایط اعمال با .β =
√

γ٢ − ω٢
٠ که

x(t = ٠) = x٠ = A١

v(t = ٠) = ٠ = −γA١ + βA٢ ⇒ A٢ =
γ

β
x٠

بنابراین
x = x٠e

−γt(cosh βt+
γ

β
sinh βt)

میرابحران حرکت برای
x = (B١ +B٢t)e

−γt

اولیه شرایط اعمال با
x(t = ٠) = x٠ = B١

v(t = ٠) = ٠ = −γB١ +B٢ ⇒ B٢ = γx٠

بنابراین
x = x١)٠+ γt)e−γt

کندمیرا حرکت برای
x = e−γt(C١ cosω١t+ C٢ sinω١t)

اولیه شرایط اعمال با
x(t = ٠) = x٠ = C١

v(t = ٠) = ٠ = −γC١ + ω١C٢ ⇒ C٢ =
γ

ω١
x٠

بنابراین
x = x٠e

−γt(cosω١t+
γ

ω١
sinω١t)

شروع v٠ اولیه سرعت با خود تعادل حالت از جرم که کنید حل حالت برای را (١١) مسئله (١٠
کند. م حرکت به

١٠



تندمیرا حرکت برای حل:
x = e−γt(A١ cosh βt+ A٢ sinh βt)

اولیه شرایط اعمال با .β =
√

γ٢ − ω٢
٠ که

x(t = ٠) = ٠ = A١

v(t = ٠) = v٠ = −γA١ + βA٢ ⇒ A٢ =
١
β
v٠

بنابراین
x =

v٠
β
e−γt sinh βt

میرابحران حرکت برای
x = (B١ +B٢t)e

−γt

اولیه شرایط اعمال با
x(t = ٠) = ٠ = B١

v(t = ٠) = v٠ = −γB١ +B٢ ⇒ B٢ = v٠

بنابراین
x = v٠te

−γt

کندمیرا حرکت برای
x = e−γt(C١ cosω١t+ C٢ sinω١t)

اولیه شرایط اعمال با
x(t = ٠) = ٠ = C١

v(t = ٠) = v٠ = −γC١ + ω١C٢ ⇒ C٢ =
١
ω١

v٠

بنابراین
x =

v٠
ω١

e−γt sinω١t

نوسانگرد جرم است. ساکن t = ٠ لحظه در که م شود وارد نوسانگر بر F٠(١−e−at) نیروی (١١
کنید. پیدا را حرکت معادله است. b = ma و k = ۴ma٢ فنر ثابت و m

برابر حرکت دیفرانسیل معادله نیوتن دوم قانون به توجه با حل:

mẍ+maẋ+ ۴ma٢x = F١)٠− e−at) ⇒ ẍ+ aẋ+ ۴a٢x =
F٠
m

(١− e−at)

برابر ن ناهم و ن هم قسمت جواب

x = e
−at
٢

(
A cos

√
١۵at
٢ +B sin

√
١۵at
٢

)
+

F٠
۴ma٢

(
١− e−at

)

١١



داریم اولیه شرایط اعمال با

x = − F٠
۴ma٢

e
−at
٢

(
cos

√
١۵at
٢ +

٣√
١۵

sin

√
١۵a
٢

)
+

F٠
۴ma٢

(
١− e−at

)
میرا هماهنگ نیروی ی تاثیر تحت m ذره وقت میرا نوسانگر ی x(t) حرکت معادله (١٢

آورید. بدست را دارد قرار F٠e
−αt cosωt

قرار میرا واداشته نیروی ی تاثیر تحت که میرا نوسانگر ی برای نیوتن دوم قانون حل:
دارد

mẍ+ bẋ+ kx = F٠e
−αt cosωt ⇒ ẍ+ ٢γẋ+ ω٢

٠x =
F٠
m

e−αt cosωt

برای بصورت γ٢ − ω٢
٠ مقدار به توجه با ن هم قسمت جواب است. ٢γ = b

m
و ω٢

٠ = k
m

که
γ > ω٠

x(t) = A١e
r١t + A٢e

r٢t

م آیند. بدست اولیه شرایط به توجه با A١,٢ و است r١,٢ = −γ ±
√

γ٢ − ω٢
٠ که

γ = ω٠ برای
x(t) = (B١ +B٢t)e

−γt

م آیند. بدست اولیه شرایط به توجه با B١,٢ که
γ < ω٠ برای

x(t) = Ae−γt cos(ωdt+ ϕ)

م آیند. بدست اولیه شرایط به توجه با ϕ و A و است ωd =
√
ω٢
٠ − γ٢ که

آن مشتقات و پیشنهادی جواب دیفرانسیل، معادله ن ناهم قسمت آوردن بدست برای
بصورت

x(t) = Ce−αt cos(ωt+ β)

ẋ(t) = Ce−αt(−α cos(ωt+ β)− ω sin(ωt+ β))

ẍ(t) = Ce−αt[(α٢ − ω٢) cos(ωt+ β) + ٢ωα sin(ωt+ β)]

و پیشنهادی جواب زین جای با داریم قصد که هستند مجهول و βو C آن در که م شود. ارائه
آوریم بدست را آنها بالا دیفرانسیل معادله در آن مشتقات

Ce−αt[(α٢ − ω٢ − ٢γα + ω٢
٠) cos(ωt+ β) + ٢ω(α− γ) sin(ωt+ β)] =

F٠
m

e−αt cosωt

راست و چپ سمت دادن قرار هم ارز برای و کرد ساده بالا عبارت طرفین از را e−αt م توان
م دهیم بسط آنرا و م کنیم نویس باز cos(ωt+β−β) بصورت را راست سمت cosωt بالا، معادله

C[(α٢ − ω٢ − ٢γα + ω٢
٠) cos(ωt+ β) + ٢ω(α− γ) sin(ωt+ β)]

=
F٠
m

cos(ωt+ β − β)

=
F٠
m

(cos(ωt+ β) cos β + sin(ωt+ β) sin β)

١٢



بنابراین
C(α٢ − ω٢ − ٢γα + ω٢

٠) =
F٠
m

cos β

٢Cω(α− γ) =
F٠
m

sin β

β = tan−١
(

٢ω(α− γ)

α٢ − ω٢ − ٢γα + ω٢
٠

)
C =

F٠
m√

(α٢ − ω٢ − ٢γα + ω٢
٠)

٢ + ۴ω٢(α− γ)٢

تحت v٠ اولیه سرعت با مبدا از m ذره وقت بحران میرا نوسانگر ی x(t) حرکت معادله (١٣
آورید. بدست را م کند حرکت به شروع F٠ sinωt واداشته نیروی ی تاثیر

نیروی ی تاثیر تحت که میرا نوسانگر ی حرکت دیفرانسیل معادله ن ناهم قسمت حل:
بصورت دارد، قرار F٠ cos(ωt+ ϕ) واداشته

x =
F٠
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

cos

(
ωt+ ϕ+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))
قسمت حل در بنویسیم، باز F٠ cos(ωt − π

٢ ) بصورت را F٠ sinωt واداشته نیروی اگر است
بنابراین است، ϕ = −π

٢ بالا ن ناهم

x =
F٠
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

cos

(
ωt− π

٢ + tan−١
(

٢ωγ
ω٢
٠ − ω٢

))
یا

x =
F٠
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

sin

(
ωt+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))
برابر نهایی جواب باشد م بحران میرا نوسانگر اینکه به توجه با

x = (A١ + A٢t)e
−γt +

F٠
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

sin

(
ωt+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))
م آیند. بدست اولیه شرایط به توجه با A٢ و A١ که

واداشته نیروی تاثیر تحت را است γ = ω٠
۴ آن در که را میرائ نوسانگر ی (١۴

F = A١ cosωt+ A٣ cos٣ωt

کنید. محاسبه را x(t) مقدار داده ایم قرار
نیروی ی تاثیر تحت که میرا نوسانگر ی حرکت دیفرانسیل معادله ن ناهم قسمت حل:

بصورت دارد، قرار F٠ cos(ωt+ ϕ) واداشته

x =
F٠
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

cos

(
ωt+ ϕ+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))
١٣



است، ϕ = ٠ بالا ن ناهم قسمت حل در باشد، A١ cosωt برابر واداشته نیروی اگر است.
بنابراین

x١ =
A١
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

cos

(
ωt+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))
،ω → ٣ω و ϕ = ٠ بالا ن ناهم قسمت حل در باشد، A٣ cos٣ωt برابر واداشته نیروی اگر و

بنابراین
x٣ =

A٣
m√

(ω٢
٠ − ٩ω٢(٢ + ٣۶γ٢ω٢

cos

(
٣ωt+ tan−١

(
۶ωγ

ω٢
٠ − ٩ω٢

))
برابر نهایی جواب باشد م میرا کند نوسانگر اینکه به توجه با

x = Ae−γt cos(ωdt+ θ) +
A١
m√

(ω٢
٠ − ω٢(٢ + ۴γ٢ω٢

cos

(
ωt+ tan−١

(
٢ωγ

ω٢
٠ − ω٢

))

+
A٣
m√

(ω٢
٠ − ٩ω٢(٢ + ٣۶γ٢ω٢

cos

(
٣ωt+ tan−١

(
۶ωγ

ω٢
٠ − ٩ω٢

))
م آیند. بدست اولیه شرایط به توجه با θ و A اینکه و ωd =

√
ω٢
٠ − γ٢ که

کنید. تکرار میرا نوسانگر ی برای را (١۴) مسئله (١۵
نوسان نیروی تاثیر تحت وقت را ساده هماهنگ نوسانگر ی x(t) حرکت معادله (١۶

F (t) =

{
F٠, ٠ ≤ t ≤ T

٢
٠, T

٢ ≤ t ≤ T

م باشد). نیرو نوسانات پریود T)کنید محاسبه را دارد قرار
a٠ برای حل:

a٠ =
٢
T

∫ T

٠
F (t)dt =

٢F٠
T

∫ T
٢

٠
dt = F٠

an برای

an =
٢
T

∫ T

٠
F (t) cosnωtdt =

٢F٠
T

∫ T
٢

٠
cosnωtdt =

٢F٠
T

١
nω

[sinnωt]
T
٢
٠ = ٠

an برای

bn =
٢
T

∫ T

٠
F (t) sinnωtdt =

٢F٠
T

∫ T
٢

٠
sinnωtdt = −٢F٠

T

١
nω

[cosnωt]
T
٢
٠ = −٢F٠

T

١
nω

[cosnπ − ١]

bn =
٢F٠
T

١
nω

[١− (−١)n] = F٠
nπ

[١− (−١)n] = ٢F٠
(٢n+ ١)π

بنابراین

F (t) = F٠ +
∞∑
n=٠

٢F٠
(٢n+ ١)π sin(٢n+ ١)ωt = F٠ +

∞∑
n=٠

٢F٠
(٢n+ ١)π cos

(
(٢n+ ١)ωt+ π

٢

)
١۴



برابر ن ناهم و ن هم قسمت جواب

x = A cos(ω٠t+ θ) +
F٠
mω٢

٠
+

∞∑
n=٠

٢F٠
m(٢n+ ١)π|(٢n+ ٢(١ω٢ − ω٢

٠|
sin(٢n+ ١)ωt

کنید. تکرار میرا نوسانگر ی برای را (١۶) مسئله (١٧
دهید نشان میرا نوسانگر ی برای (١٨

dE

dt
= −bv٢·

برابر سیستم انرژی حل:
E =

١
٢mv٢ +

١
٢kx

٢

یریم ب تغییرات زمان به نسبت طرفین از اگر

dE

dt
=
١
٢m

d

dt
v٢ +

١
٢k

d

dt
x٢

dE

dt
=
١
٢m(٢vdv

dt
) +

١
٢k(٢x

dx

dt
)

dE

dt
= v(ma+ kx)

داریم ma+ bv + kx = ٠ برابر میرا نوسانگر ی حرکت دیفرانسیل معادله اینکه به باتوجه

dE

dt
= v(ma+ kx) = v(−bv) = −bv٢

مظفری

١۵


