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۱ فیزیک
سه بعد و دوبعد در حرکت

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۹۲ / ۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت

جابجایی: بردار

1 : t1, r⃗1

2 : t2, r⃗2

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت جابجایی

∆r⃗ = r⃗2 − r⃗1

دارد.

۹۲ / ۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت

جابجایی: بردار

1 : t1, r⃗1 = x1î+ y1ĵ

2 : t2, r⃗2 = x2î+ y2ĵ

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت جابجایی

∆r⃗ = r⃗2 − r⃗1

∆r⃗ = ∆xî+∆yĵ

∆r⃗ = (x2 − x1)̂i+ (y2 − y1)ĵ

۹۲دارد. / ۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت

متوسط: سرعت

v⃗متوسط =
∆r⃗

∆t

v⃗متوسط =
∆x

∆t
î+

∆y

∆t
ĵ

لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

v⃗متوسط

v⃗ = lim
∆→0

∆r⃗

∆t

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

۹۲ / ۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

vx = lim
∆→0

∆x

∆t
=

dx

dt

vy = lim
∆→0

∆y

∆t
=

dy

dt

v⃗ = vxî+ vy ĵ

است. حرکت مسیر بر مماس v⃗ بردار

سرعت جهت و اندازه
v =

√
v⃗ · v⃗ =

√
v2x + v2y

+x با سرعت زاویه ی : ϕ = tan−1

(
vy
vx

)
, v̂ =

v⃗

v
= î

vx√
v2x + v2y

+ĵ
vy√

v2x + v2y
۹۲ / ۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
لحظه ای: سرعت

v⃗ = lim
∆→0

∆x

∆t
î+ lim

∆→0

∆y

∆t
ĵ

vx = lim
∆→0

∆x

∆t
=

dx

dt

vy = lim
∆→0

∆y

∆t
=

dy

dt

v⃗ = vxî+ vy ĵ

است. حرکت مسیر بر مماس v⃗ بردار

v⃗ =
dx

dt
î+

dy

dt
ĵ +

dz

dt
k̂, v =

√
v2x + v2y + v2z , v̂ =

v⃗

v

سه بعد در لحظه ای سرعت

۹۲ / ۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت

زمانی بازه ی در ذره

∆t = t2 − t1

بصورت سرعتی تغییر

∆v⃗ = v⃗2 − v⃗1

∆v⃗ = ∆vxî+∆vy ĵ

∆v⃗ = (vx2−vx1 )̂i+(vy2−vy1)ĵ

دارد.

۹۲ / ۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت

متوسط: شتاب

a⃗متوسط =
∆v⃗

∆t

a⃗متوسط =
∆vx
∆t

î+
∆vy
∆t

ĵ

لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

a⃗متوسط

a⃗ = lim
∆→0

∆v⃗

∆t

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

۹۲ / ۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

ax = lim
∆→0

∆vx
∆t

=
dvx
dt

ay = lim
∆→0

∆vy
∆t

=
dvy
dt

a⃗ = axî+ ay ĵ

شتاب جهت و اندازه
a =

√
a⃗ · a⃗ =

√
a2x + a2y

+x با شتاب زاویه ی : ϕ = tan−1

(
ay
ax

)
, â =

a⃗

a
= î

ax√
a2x + a2y

+ĵ
ay√

a2x + a2y

۹۲ / ۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
لحظه ای: شتاب

a⃗ = lim
∆→0

∆vx
∆t

î+ lim
∆→0

∆vy
∆t

ĵ

ax = lim
∆→0

∆vx
∆t

=
dvx
dt

ay = lim
∆→0

∆vy
∆t

=
dvy
dt

a⃗ = axî+ ay ĵ

a⃗ =
dvx
dt

î+
dvy
dt

ĵ +
dvz
dt

k̂, a =
√
a2x + a2y + a2z, â =

a⃗

a

سه بعد در لحظه ای شتاب

۹۲ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
ax = آن شتاب مولفه های که می شود کشیده طوری xy صفحه ی روی بر چهارچرخه ای مسئله− ۱:
v0y = 12 ⅿ/s و v0x = 8 ⅿ/s آن اولیه سرعت مولفه است. ay = −2 ⅿ/s2 و 4 ⅿ/s2

مختصه ی مقدار بیشترین به که آورید بدست وقتی را چهارچرخه سرعت یکه، بردار حسب بر است.
می رسد. y

a⃗ = axî+ ay ĵ = 4̂i− 2ĵ

ax =
dvx
dt

= 4 ⇒ dvx = 4dt ⇒
∫ vx

8
dvx = 4

∫ t

0
dt ⇒ vx = 8 + 4t

ay =
dvy
dt

= −2 ⇒ dvy = −2dt ⇒
∫ vy

12
dvy = −2

∫ t

0
dt ⇒ vy = 12− 2t

y مختصه ی مقدار بیشترین : vy = 0 ⇒ t = 6 s

v⃗ = vx(t = 6)̂i = (32 ⅿ/s)̂i

۹۲ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
a است. a⃗ = 3t̂i + 4tĵ بصورت xy افقی صفحه روی بر متحرکی ذره ی شتاب مسئله− ۲:
r⃗ = ذره مکان tبردار = 0 لحظه ی در است. ثانیه حسب بر t و ثانیه مجذور بر متر حسب بر
لحظه ی در است. v⃗ = (5 ⅿ/s)̂i + (2 ⅿ/s)ĵ آن اولیه سرعت بردار (20 ⅿ)̂i + (40 ⅿ)ĵ
جهت بین زاویه ی ب)  آورید. بدست یکه بردارهای حسب بر را ذره مکان بردار الف) t = 4 s

است؟ چقدر x محور مثبت جهت و حرکت

a⃗ = axî+ ay ĵ = 3t̂i+ 4tĵ

ax =
dvx
dt

= 3t ⇒ dvx = 3tdt ⇒
∫ vx

5
dvx = 3

∫ t

0
tdt ⇒ vx = 5 +

3

2
t2

ay =
dvy
dt

= 4t ⇒ dvy = 4tdt ⇒
∫ vy

2
dvy = 4

∫ t

0
tdt ⇒ vy = 2 + 2t2

t = 4 s : tanϕ =
vy(t = 4)

vx(t = 4)
=

34

29
⇒ ϕ = tan−1

(
34

29

)
۹۲ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
مسئله− ۲:

v⃗ = vxî+ vy ĵ = (5 +
3

2
t2)̂i+ (2 + 2t2)ĵ

vx =
dx

dt
= (5 +

3

2
t2) ⇒ dx = (5 +

3

2
t2)dt∫ x

20
dx =

∫ t

0
(5 +

3

2
t2)dt ⇒ x = 20 + 5t+

1

2
t3

vy =
dy

dt
= (2 + 2t2) ⇒ dy = (2 + 2t2)dt∫ y

40
dy =

∫ t

0
(2 + 2t2)dt ⇒ y = 40 + 2t+

2

3
t3

r⃗(t = 4) = x(t = 4)̂i+ y(t = 4)ĵ

۹۲ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
به 3 ⅿ/s اندازه ی به v⃗ ثابت سرعت با y = 30 ⅿ خط امتداد در A ذره ی شکل، در مسئله− ۳:
با مبدا از B ذره ی گذرد، می y محور از A ذره ی که لحظه ای در می کند. حرکت x محور موازات
ذره ی حرکت جهت می کند. حرکت به شروع 0.4 ⅿ/s2 بزرگی به a⃗ ثابت شتاب و صفر اولیه تندی

کند. Aبرخورد با تا باشد چقدر y محور مثبت با B

۹۲ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
مسئله− ۳:

v⃗A = 3̂i

r⃗A = 3t̂i+ 30ĵ

a⃗B = (0.4 sin θ)̂i+ (0.4 cos θ)ĵ

v⃗B = î(0.4 sin θ)

∫ t

0
dt+ ĵ(0.4 cos θ)

∫ t

0
dt = (0.4t sin θ)̂i+ (0.4t cos θ)ĵ

r⃗B = î(0.4 sin θ)

∫ t

0
tdt+ĵ(0.4 cos θ)

∫ t

0
tdt = (0.2t2 sin θ)̂i+(0.2t2 cos θ)ĵ

r⃗A = r⃗B ⇒

{
0.2t2 sin θ = 3t ۱
0.2t2 cos θ = 30 ۲

۱ : 0.2t2 sin θ = 3t ⇒ t =
15

sin θ
۳

۹۲ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

سه بعد و دوبعد در حرکت
مسئله− ۳:

r⃗A = 3t̂i+ 30ĵ

r⃗B = (0.2t2 sin θ)̂i+ (0.2t2 cos θ)ĵ

r⃗A = r⃗B ⇒

{
0.2t2 cos θ = 30 ۲
t = 15/ sin θ ۳

1.5
cos θ

sin2 θ
= 1 ⇒ 1.5 cos θ = sin2 θ = (1− cos2 θ)

cos2 θ + 1.5 cos θ − 1 = 0

cos θ = −2 قبول ,غیرقابل cos θ = 1/2

θ = 60◦

۹۲ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

سه بعد و دوبعد در حرکت
می کند. مشخص زمان برحسب را ذره ای مکان ،r⃗ = 5t̂i+ (et+ ft2)ĵ مکان بردار مسئله− ۴:
ذره حرکت جهت θ زاویه ی شکل ثابت اند. f و e ضرایب و ثانیه حسب بر t متر، حسب بر r⃗ بردار
ضرایب است). شده اندازه گیری x محور مثبت جهت به نسبت θ) می دهد زمان از تابعی حسب بر را

آورید. بدست را f و e

۹۲ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
مسئله− ۴:

r⃗ = 5t̂i+ (et+ ft2)ĵ

می آوریم بدست حرکت معادله از را سرعت بردار حرکت، جهت بررسی برای

v⃗ = 5̂i+ (e+ 2ft)ĵ

حرکت جهت
tan θ =

e+ 2ft

5
⇒ e+ 2ft = 5 tan θ

نمودار طبق
θ(t = 0) = 35◦ : e = 5 tan 35◦

و
θ(t = 14) = 0◦ : e+ 28f = 0 ⇒ f = − 5

28
tan 35◦

۹۲ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
a⃗ = 5 ⅿ/s2î + ثابت شتاب با xy افقی صفحه ی بر را کوچکی ریگ ملایمی باد مسئله− ۵:
ب) و بزرگی الف) است. (4 ⅿ/s)̂i ریگ سرعت t = 0 لحظه ی در می دهد. حرکت 7 ⅿ/s2ĵ

می شود. جابجا x محور موازات به 12 ⅿ که آوردید بدست وقتی را ریگ سرعت زاویه ی

a⃗ = 5̂i+ 7ĵ

dvx
dt

= 5 ⇒ dvx = 5dt ⇒
∫ vx

4
dvx = 5

∫ t

0
dt ⇒ vx = 4 + 5t

dvy
dt

= 7 ⇒ dvy = 7dt ⇒
∫ vy

0
dvy = 7

∫ t

0
dt ⇒ vy = 7t

v⃗ = (4 + 5t)̂i+ 7tĵ

dx

dt
= (4+5t) ⇒ dx = (4+5t)dt ⇒

∫ x

x0

dx =

∫ t

0
(4+5t)dt ⇒ ∆x = 4t+

5

2
t2

dy

dt
= 7t ⇒ dy = 7tdt ⇒

∫ y

y0

dy = 7t

∫ t

0
dt ⇒ ∆y =

7

2
t2

۹۲ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعد و دوبعد در حرکت
مسئله− ۵:

a⃗ = 5̂i+ 7ĵ

v⃗ = (4 + 5t)̂i+ 7tĵ

∆r⃗ = (4t+
5

2
t2)̂i+ (

7

2
t2)ĵ

مسئله فرض

∆x = 12 : 4t+
5

2
t2 = 12

t1 = −
√
136 + 4

5
قبول ,غیرقابل t2 =

√
136− 4

5
= 1.53 s

v =
√

(4 + 5t2)2 + (7t2)2

tanϕ =
7t2

4 + 5t2

۹۲ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
دوبعدی: مختصات دستگاه در پرتابه حرکت اولیه سرعت و }مکان

x0 = 0

y0 = 0
,

{
v0x = v0 cos θ

v0y = v0 sin θ
,

{
ax = 0 : ثابت سرعت با حرکت
ay = −g : ثابت شتاب با حرکت

θ

v0

x

y
g

۹۲ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
دوبعدی: مختصات دستگاه در پرتابه حرکت مکان }معادله

x0 = 0

y0 = 0
,

{
v0x = v0 cos θ

v0y = v0 sin θ
,

{
x = x0 + v0xt : زمان حسب بر خطی معادله
y = y0 − 1

2gt
2 + v0yt : زمان حسب بر دو درجه معادله

θ

v0

x

y
g

۹۲ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
دوبعدی: مختصات دستگاه در پرتابه حرکت مکان }معادله

x0 = 0

y0 = 0
,

{
v0x = v0 cos θ

v0y = v0 sin θ
,

{
x = v0t cos θ

y = −1
2gt

2 + v0t sin θ

θ

v0

x

y
g

۹۲ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
دوبعدی: مختصات دستگاه در زمان حسب بر پرتابه حرکت سرعت }معادله

x = v0t cos θ

y = −1
2gt

2 + v0t sin θ
,

{
vx = dx

dt = v0 cos θ = v0x = ثابت
vy = dy

dt = −gt+ v0 sin θ = زمان از خطی تابع

x

y

v0x

v0y

v0x

v0x

vy

v0x
vy

v0x

v0y

۹۲ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
زمان حسب بر پرتابه حرکت سرعت معادله

vx = v0 cos θ

vy = −gt+ v0 sin θ

لحظه هر در سرعت بردار اندازه

v =
√
v2x + v2y =

√
v20 cos

2 θ + (−gt+ v0 sin θ)2

است xy صفحه ی در حرکت مسیر بر مماس لحظه هر در سرعت بردار
لحظه هر در +x با سرعت بردار زاویه

ϕ = tan−1

(
vy
vx

)

ϕ = tan−1

(
−gt+ v0 sin θ

v0 cos θ

)
۹۲ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت اوج زمان

t = tاوج : vy(t = tاوج) = 0 : −gtاوج + v0 sin θ = 0 ⇒ tاوج =
v0 sin θ

g

x

y

v0x

v0y

v0x

v0x

vy

v0x
vy

v0x

v0y

۹۲ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت اوج ارتفاع

y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

Hاوج = y(t = tاوج) =
v20 sin

2 θ

2g

x

y

Hاوج

۹۲ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت پرواز کل زمان

اول: روش

tکل = 2tاوج ⇒ tکل =
2v0 sin θ

g

x

y

۹۲ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت پرواز کل زمان

دوم: روش

y = 0 : −1

2
gt2 + v0t sin θ = 0

t

(
−1

2
gt+ v0 sin θ

)
= 0 ⇒ t = 0, t =

2v0 sin θ

g

y = 0
x

y

۹۲ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت برد

x = v0t cos θ

Rبرد = x(t = tکل) =
v20 sin 2θ

g

x

y

Rبرد

۹۲ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
زمین به برخورد لحظه در پرتابه حرکت سرعت

tکل =
2v0 sin θ

g

vx(tکل) = v0 cos θ = ثابت

vy(tکل) = −gtکل + v0 sin θ = −v0 sin θ

سرعت اندازه
v(tکل) =

√
v2x(tکل) + v2y(tکل) = v0

سرعت جهت

+x با سرعت زاویه ی : ϕ = tan−1

(
vy(tکل)

vx(tکل)

)

ϕ = tan−1

(
− sin θ

cos θ

)
= − tan−1 tan θ ⇒ ϕ = −θ

۹۲ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت مسیر }معادله

x = v0t cos θ

y = −1
2gt

2 + v0t sin θ
, y = y(x) =?

x

y

۹۲ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت مسیر }معادله

۱ : x = x0 + v0t cos θ

۲ : y = y0 − 1
2gt

2 + v0t sin θ

۱ رابطه از زمان محاسبه اول: قسمت

t =
x− x0
v0 cos θ

, ۳

۲ رابطه داخل در ۳ رابطه در آمده بدست زمان دادن قرار دوم: قسمت

y = y0 −
1

2
g

(
x− x0
v0 cos θ

)2

+ v0

(
x− x0
v0 cos θ

)
sin θ

y = y0 −
1

2
g
(x− x0)

2

v20 cos
2 θ

+ (x− x0) tan θ, سهمی معادله

۹۲ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
: پرتابه حرکت مسیر معادله

{
x = x0 + v0t cos θ

y = y0 − 1
2gt

2 + v0t sin θ

y = y0 −
1

2
g
(x− x0)

2

v20 cos
2 θ

+ (x− x0) tan θ

یعنی می شود، پرتاب مختصات مبدا از پرتابه که وقتی برای

(x0, y0) = (0, 0)

می شود، داده زیر بصورت پرتابه حرکت مسیر معادله

y = −1

2
g

x2

v20 cos
2 θ

+ x tan θ

۹۲ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
فاصله در توپ این می افتد. h = 1.2 ⅿ ارتفاع به میزی لبه از افقی بطور کوچکی توپ مسئله− ۶:
ب) اندازه ی است؟ هوا در مدت چه توپ الف) می خورد. زمین به میز لبه ی از l = 1.52 ⅿ افقی

است؟ چقدر میز ترک هنگام آن سرعت

x
l

y

h

v0

(θ = 0) افق امتداد در پرتابه حرکت معادله

x = v0t, y = h− 1

2
gt2

زمین به توپ برخورد لحظه

y = 0 ⇒ t =

√
2h

g
۹۲ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۶:

x
l

y

h

v0

(θ = 0) افق امتداد در پرتابه حرکت مسیر معادله

y = h− g

2v20
x2

زمین به توپ برخورد هنگاه در

y = 0, x = l ⇒ 0 = h− gl2

2v20
⇒ v0 =

√
gl2

2h

۹۲ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
می شیرجه افق زیر θ = 30◦ زاویه ی تحت 290 kⅿ/h سرعت اندازه با هواپیمایی مسئله− ۷:
زمین با تله برخورد نقطه ی و پرتاب بین افقی فاصله ی کند. می رها را رادار تله ی خلبان و رود
آورید. بدست را تله شدن رها نقطه ارتفاع ب) است. هوا در مدت چه تله الف) است. d = 700 ⅿ

۹۲ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۷:

افق زیر پرتابه حرکت معادله

x = v0t cos θ, y = h− 1

2
gt2 − v0t sin θ

حرکت مسیر معادله
y = h− g

2v20 cos
2 θ

x2 − x tan θ

هوا در تله پرواز مدت : tپرواز =
x

v0 cos θ
=

d

v0 cos θ
=

700

(290× 1000/3600)(
√
3/2)

می رسد زمین به گلوله وقتی : y = 0 و x = d : 0 = h− g

2v20 cos
2 θ

d2 − d tan θ

h =
g

2v20 cos
2 θ

d2 + d tan θ =
9.8× 7002

2[(290× 1000/3600)(
√
3/2)]2

+ 700(
√
3/3)

۹۲ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
بطرف افق بالا 60◦ زاویه ی تحت 42 ⅿ/s اولیه ی سرعت اندازه ی با سنگی شکل در مسئله− ۸:
الف) می کند. برخورد A نقطه  به سنگ برخورد از پس 5.5 s می شود. hپرتاب ارتفاع به صخره ای
ارتفاع ج) A نقطه ی در صخره با برخورد از قبل درست سنگ سرعت اندازه ب) h صخره ارتفاع

آورید. بدست را زمین به نسبت را H سنگ اوج

۹۲ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۸:

حرکت معادله
x = v0t cos θ, y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

y(t = 5.5 s) = h = −1

2
× 9.8× 5.52 + 42× 5.5× sin 60◦

سرعت معادله
vx = v0 cos θ = 42× cos 60◦

vy = −gt+ v0 sin θ = −9.8× 5.5 + 42× sin 60◦

سرعت اندازه

v =
√
v2x + v2y =

√
(42× cos 60◦)2 + (−9.8× 5.5 + 42× sin 60◦)2

اوج ارتفاع

H =
v20 sin

2 θ

2g
=

422 sin2 60◦

2× 9.8

۹۲ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
می شود. پرتاب دیواری بطرف افق بالای 40◦ زاویه ی تحت 25 ⅿ/s سرعت اندازه با توپی مسئله− ۹:
توپ پرتاب نقطه ی از ارتفاعی چه در الف) است. توپ پرتاب نقطه ی از d = 22 ⅿ فاصله در دیوار
به توپ برخورد هنگام را توپ سرعت قائم مولفه ی ج) و افقی مولفه ي ب) می کند. برخورد دیوار به
کرده عبور مسیرش اوج نقطه از توپ آیا دیوار، به توپ برخورد لحظه ی در د) آورید. بدست را دیوار

است؟

۹۲ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۹:

حرکت معادله
x = v0t cos θ, y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

x = 25t cos 40◦, y = −1

2
gt2 + 25t sin 40◦

حرکت مسیر معادله
y = − g

2v20 cos
2 θ

x2 + x tan θ

y = − 9.8

2× 252 cos2 40◦
x2 + x tan 40◦

توپ برخورد ارتفاع

y = − 9.8

2× 252 cos2 40◦
× 222 + 22 tan 40◦

۹۲ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۹:

حرکت معادله
x = v0t cos θ, y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

x = 25t cos 40◦, y = −1

2
gt2 + 25t sin 40◦

دیوار به توپ برخورد لحظه ی

x(t = t1) = d ⇒ d = 25t1 cos 40
◦ ⇒ t1 =

22

25× cos 40◦
= 1.15 s

سرعت معادله
vx = 25 cos 40◦, vy = −gt+ 25 sin 40◦

دیوار به برخورد لحظه ی در توپ سرعت

vx = 25 cos 40◦, vy = −9.8× t1 + 25 sin 40◦

۹۲ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۹:

حرکت معادله
x = v0t cos θ, y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

x = 25t cos 40◦, y = −1

2
gt2 + 25t sin 40◦

دیوار به توپ برخورد لحظه ی

x(t = t1) = d ⇒ d = 25t1 cos 40
◦ ⇒ t1 =

22

25× cos 40◦
= 1.15 s

اوج زمان

ts =
v0 sin θ

g
=

25× sin 40◦

9.8
= 1.64 s

۹۲ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
را توپ سرعت اندازه ی زیر شکل می شود. زده ضربه ای گلف توپ به زمین سطح در مسئله− ۱۰:
محور در است. توپ به ضربه نقطه ی به مربوط t = 0 لحظه ی می دهد. نشان زمان از تابعی بصورت
مسافت چه توپ زمین به بازگشت از قبل الف) است. vb = 31 ⅿ/s و va = 19 ⅿ/s قائم

آورید. بدست زمین سطح به نسبت را توپ ارتفاع بیشنه ب) می کند. طی را افقی

۹۲ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۰:

پرتابه سرعت معادله ی
vx = v0 cos θ

vy = −gt+ v0 sin θ

سرعت اندازه
v =

√
v2x + v2y =

√
v20 + g2t2 − 2v0gt sin θ

سرعت نمودار در کمینه

dv

dt
= 0 ⇒ 2g2t− 2v0g sin θ

2
√
v20 + g2t2 − 2v0gt sin θ

= 0 ⇒ t =
v0 sin θ

g
= tاوج = 2.5

v0 sin θ = 24.5

دارد، x مولفه ی فقط اوج لحظه  در سرعت

v(tاوج) = v0 cos θ = 19

۹۲ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۰:

پرتابه سرعت معادله ی
vx = v0 cos θ

vy = −gt+ v0 sin θ

سرعت اندازه
v =

√
v2x + v2y =

√
v20 + g2t2 − 2v0gt sin θ

v0 sin θ = 24.5

v0 cos θ = 19

R =
v20 sin 2θ

g
=

2(v0 sin θ)(v0 cos θ)

g
=

2× 24.5× 19

9.8

H =
v20 sin

2 θ

2g
=

(v0 sin θ)
2

2g
=

24.52

2× 9.8

۹۲ / ۴۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
سرعت y مولفه ی می شود. پرتاب x افقی فاصله در دیواری بطرف زمین سطح از توپی مسئله− ۱۱:
vys = 5 ⅿ/s محورهای روی می دهد.بر نشان x از تابعی بصورت دیوار به رسیدن هنگام را vy توپ

است. چقدر پرتاب زاویه ی است. xs = 20 ⅿ و

۹۲ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۱:

حرکت معادلات
x = v0t cos θ

y = −1

2
gt2 + v0t sin θ

سرعت معادلات
vx = v0 cos θ

vy = −gt+ v0 sin θ

x حسب بر vy تابع

vy(x) = − g

v0 cos θ
x+ v0 sin θ

نمودار مطابق
vy(x = 0) = vys : v0 sin θ = 5

۹۲ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۱:

نمودار مطابق

vy(x = 10) = 0 : − 10g

v0 cos θ
+ v0 sin θ = 0 ⇒ − 10g

v0 cos θ
+ 5 = 0

v0 cos θ = 2g

}بنابراین
v0 sin θ = 5

v0 cos θ = 2g

v0 sin θ

v0 cos θ
=

5

2g

tan θ =
sin θ

cos θ
=

5

2g

۹۲ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
ارتفاع می افتد. 1.52 ⅿ/s سرعت اندازه با و می غلتد پلکانی بالای از افقی بطور توپی مسئله− ۱۲:
برخورد پله کدام با بار اولین برای توپ است. سانتیمتر 20.3 پله هر عرض و سانتیمتر 20.3 پله هر

می کند.

a
a

v0

حرکت معادلات
x = v0t, y = −1

2
gt2

حرکت مسیر معادلات

y = −gx2

2v20

۹۲ / ۵۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پرتابه حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۲:

a
a

v0

حرکت مسیر معادلات

y = −gx2

2v20

آید فرود nام پله ی روی در ذره اگر

y = −na, x = na

−na = −g(na)2

2v20
⇒ 1 =

gna

2v20
⇒ n =

2v20
ga

= 2.32

می کند. برخورد سوم پله به بار اولین
۹۲ / ۵۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

p(r, θ)

x

yr

θ

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان }بردار

x = r cos θ

y = r sin θ

r⃗ = îx+ ĵy

r⃗ = îr cos θ + ĵr sin θ

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

۹۲ / ۵۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

p(r, θ)

r⃗
r̂

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

r⃗ = rr̂ ⇒ r̂ =
r⃗

r

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

|r̂| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1

۹۲ / ۵۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

p

r⃗

r̂

θ

جهت و اندازه

r =
√
x2 + y2

tan θ =
y

x
⇒ θ = tan−1

(y
x

)
مکان بردار

r⃗ = r(̂i cos θ + ĵ sin θ)

r⃗ = rr̂ ⇒ r̂ =
r⃗

r

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

|r̂| =
√
cos2 θ + sin2 θ = 1

۹۲ / ۵۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

دوبعدی مختصات دستگاه هر برای کلی بطور ◀

مثال، برای دارد. وجود یکه بردار دو
دکارتی مختصات دستگاه در ، ĵ و î

می باشند. یکه بردارهای بعد دو در

مختصات دستگاه برای ترتیب همین به ◀

نیاز ،r̂ یکه بردار بر علاوه قطبی،
می باشد. نیز دیگر یکه بردار یک به

۹۲ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

î

ĵ

r

r̂

θ

مکان بردار
r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

هستند. عمود یکدیگر بر یکه  بردارهای ◀

دکارتی، مختصات دستگاه در مثال برای
عمودند. یکدیگر بر ĵ و î یکه بردارهای

î · ĵ = 0

مختصات دستگاه برای ترتیب همین به ◀

دارد وجود یکه ای بردار قطبی،
است. عمود r̂ یکه بردار بر که

۹۲ / ۵۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار
r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

تغییرات مثبت امتداد در یکه  بردارهای ◀

دستگاه در مثال برای هستند. مختصات
مثبت امتداد در î یکه بردار دکارتی، مختصات
در ĵ یکه بردار و است x محور تغییرات

است. y محور تغییرات مثبت امتداد

در r̂ قطبی، مختصات دستگاه در ◀

است. r⃗ بردار تغییرات مثبت امتداد

۹۲ / ۵۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂

θ
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ

|θ̂| = 1√
(− sin θ)2 + cos2 θ = 1

r̂ · θ̂ = 0

cos θ(− sin θ)+cos θ sin θ = 0

۹۲ / ۵۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

î

ĵ

r⃗

r̂

θ

θ̂

θ
مکان بردار

r⃗ = rr̂, |r̂| = 1

یکه بردار

r̂ = î cos θ + ĵ sin θ, |r̂| = 1

θ̂ = −î sin θ + ĵ cos θ, |θ̂| = 1

r̂ · θ̂ = 0

مفید اتحادهای

dr̂

dθ
= θ̂,

dθ̂

dθ
= −r̂

۹۲ / ۶۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

r1

p1

θ1
x

y

r2

p2
θ2

r = r(t), θ = θ(t) :

{
p1 : r1 = r(t1), θ1 = θ(t1)

p2 : r2 = r(t2), θ2 = θ(t2)

۹۲ / ۶۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

x

y

p1
r1

r̂1

θ1

θ̂1

x

y

p2

r2

r̂2

θ̂2 θ2

r = r(t), θ = θ(t) :

{
p1 : r1 = r(t1), θ1 = θ(t1), r̂1 = r̂(θ1), θ̂1 = θ̂(θ1)

p2 : r2 = r(t2), θ2 = θ(t2), r̂2 = r̂(θ2), θ̂2 = θ̂(θ2)

۹۲ / ۶۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

d

dt
r⃗ =

d

dt
(rr̂)

v⃗ =
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt

زنجیری قاعده ی

v⃗ =
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dθ

dθ

dt

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

v⃗ =
dr

dt
r̂ + rθ̂

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

۹۲ / ۶۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

v⃗ = vrr̂ + vθθ̂{
vr = ṙ

vθ = rθ̇

d

dt
v⃗ =

d

dt
(ṙr̂) +

d

dt

(
rθ̇θ̂

)
a⃗ =

dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dt

زنجیری قاعده

a⃗ =
dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dθ

dθ

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dθ

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

r̈ =
dṙ

dt
, θ̇ =

dθ

dt

۹۲ / ۶۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

a⃗ =
dṙ

dt
r̂ + ṙ

dr̂

dθ

dθ

dt

+
dr

dt
θ̇θ̂ + r

dθ̇

dt
θ̂ + rθ̇

dθ̂

dθ

dθ

dt

اگر
ṙ =

dr

dt
, θ̇ =

dθ

dt

r̈ =
dṙ

dt
, θ̇ =

dθ

dt

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇
dr̂

dθ

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇2
dθ̂

dθ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

۹۲ / ۶۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

قطبی مختصات دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t), r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇
dr̂

dθ

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇2
dθ̂

dθ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇θ̂

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂

+ (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

a⃗ = arr̂ + aθθ̂{
ar = r̈ − rθ̇2

aθ = 2ṙθ̇ + rθ̈

۹۲ / ۶۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت شعاع با دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂,

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

خلاصه بطور

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ

θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

با دایره ای مسیر بر ۱−حرکت خاص حالتهای
R ثابت شعاع

r = R, θ = θ(t)

r⃗ = Rr̂

v⃗ = Rθ̇θ̂

a⃗ = −Rθ̇2r̂ +Rθ̈θ̂

۹۲ / ۶۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت زاویه ای سرعت و ثابت شعاع با دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ, θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

dr̂

dθ
= − sin θî+ cos θĵ = θ̂,

dθ̂

dθ
= − cos θî− sin θĵ = −r̂

خلاصه بطور

r = r(t), θ = θ(t)

r̂ = cos θî+ sin θĵ

θ̂ = − sin θî+ cos θĵ

r⃗ = rr̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

a⃗ = (r̈ − rθ̇2)r̂ + (2ṙθ̇ + rθ̈)θ̂

با دایره ای مسیر بر ۲−حرکت خاص حالتهای
ω ثابت زاویه ای سرعت و R ثابت شعاع

r = R, θ = ωt+ θ0

r⃗ = Rr̂

v⃗ = Rωθ̂

a⃗ = −Rθ̇2r̂ = −Rω2r̂

شعاعی شتاب و مماسی سرعت

۹۲ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت زاویه ای سرعت و ثابت شعاع با دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت

r = R, θ = ωt+ θ0

r⃗ = Rr̂ = R cos θî+R sin θĵ

مماسی سرعت : v⃗ = Rωθ̂ = −Rω sin θî+Rω cos θĵ

شعاعی شتاب : a⃗ = −Rω2r̂ = −Rω2 cos θî−Rω2 sin θĵ

۹۲ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
در را r = 3 ⅿ شعاع با یکنواخت دایره ای حرکت به مربوط مرکزی، به جانب شتاب مسئله− ۱۳:
این در است. a⃗ = (6 ⅿ/s2)̂i + (−4 ⅿ/s2)ĵ بصورت شتاب لحظه ، یک در بگیرید. نظر

.r⃗ × a⃗ ب) و v⃗ · a⃗ الف) مقدار است مطلوب لحظه

شتاب بردار و سرعت بردار مکان، بردار ،ω ثابت زاویه ای سرعت با ای دایره حرکت یک برای
شود، می داده زیر بصورت

r⃗ = rr̂

v⃗ = rωθ̂

a⃗ = −rω2r̂

}که
r̂ = cos θî+ sin θĵ

θ̂ = − sin θî+ cos θĵ
⇒ θ̂ · r̂ = 0

شرایط این در

v⃗ · a⃗ = −r2ω3(θ̂ · r̂) = 0, r⃗ × a⃗ = −r2ω2(r̂ × r̂) = 0

۹۲ / ۷۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۳:

a⃗ = −rω2r̂

a⃗ = −3ω2r̂ = 6̂i− 4ĵ

a⃗ = −3ω2r̂ = −
√
52

(
− 6√

52
î+

4√
52

ĵ

)
r̂ = cos θî+ sin θĵ = − 6√

52
î+

4√
52

ĵ{
cos θ = −6/

√
52

sin θ = 4/
√
52

⇒ tan θ = −2

3
: دوم ناحیه ی

3ω2 =
√
52 ⇒ ω = 1.55 Raⅾ/s

۹۲ / ۷۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
از ذره لحظه ای، در می دهد. انجام یکنواخت دایره ای حرکت xy صفحه ی روی بر ذره ای مسئله− ۱۴:
می کند. عبور (12.5 ⅿ/s2)ĵ شتاب و (5 ⅿ/s)̂i سرعت با (4 ⅿ, 4 ⅿ) مختصات به نقطه ای

آورید. بدست را دایره ای مسیر مرکز y مختصه و x مختصه

x

y

4

4 v⃗

a⃗

باشید، داشته را دایره ای مسیر شعاع بزرگی است کافی و است پادساعتگرد حرکت

شعاعی شتاب بزرگی : a = Rω2, مماسی سرعت بزرگی : v = Rω ⇒ a =
v2

R
۹۲ / ۷۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۴:

x

y

4

4 v⃗

a⃗

a =
v2

R
⇒ R = 2 ⅿ

(4, 6) با است برابر دایره مرکز مختصات بنابراین

۹۲ / ۷۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
لحظه ی در می کند. حرکت xy دایره ای مسیر روی بر ثابت سرعت اندازه با ذره ای مسئله− ۱۵:
محور مثبت جهت در آن شتاب و (3 ⅿ/s)ĵ سرعتش و (5 ⅿ, 6 ⅿ) نقطه ی در ذره t1 = 4 s
است. y محور مثبت جهت در آن شتاب و (−3 ⅿ/s)̂i سرعتش t2 = 10 s لحظه ی در است. x
بدست را دایره ای مسیر مرکز y مختصه و x مختصه باشد، تناوب دوره ی یک از کوچکتر t2− t1 اگر

آورید.

x

y

5

6

v⃗

a⃗

x

y

5

6

v⃗

a⃗

است ساعتگرد حرکت
۹۲ / ۷۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۵:

x

y

5

6
t1

t2

t2 − t1 = 3T/4 ⇒ T = 8 s

ω = 2π/T = π/4 Raⅾ/s

v = Rω

3 = R(π/4) ⇒ R = 12/π

با است برابر دایره مرکز مختصات بنابراین

(5 + 12/π, 6)

۹۲ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
2 ⅿ ارتفاع در 1.5 ⅿ شعاع به افقی دایره ای روی بر را سنگی نخی، وسیله به کودکی مسئله− ۱۶:
مسافت طی از پس و می شود پرتاب افقی بطور سنگ و می شود پاره نخ می چرخاند. زمین سطح بالای
چقدر دایره ای حرکت طی در سنگ مرکز به جانب شتاب اندازه می کند. برخورد زمین به 10 ⅿ افقی

است؟

R

v

h = 2 ⅿ

d = 10 ⅿ

۹۲ / ۷۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۶:

R

v

h = 2 ⅿ

d = 10 ⅿ

x = vt, y = y0 −
1

2
gt2 ⇒ y = 10− gx2

2v2

۹۲ / ۷۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۶:

R

v

h = 2 ⅿ

d = 10 ⅿ

(x = 10, y = 0) : 0 = 2− g102

2v2
⇒ v2 = 25g, a =

v2

R
=

25g

1.5

۹۲ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
t1 = 2 s لحظه ی در دارد. یکنواخت دایره ی حرکت افقی فلک و چرخ بر سوار گربه ای مسئله− ۱۷:
لحظه ی در است. v⃗1 = (3 ⅿ/s)̂i + (4 ⅿ/s)ĵ گربه سرعت xy افقی مختصات به نسبت
مرکز به جانب شتاب اندازه ی است. v⃗2 = (−3 ⅿ/s)̂i+ (−4 ⅿ/s)ĵ گربه سرعت t2 = 5 s

آورید. بدست را

t1

v1

t2
v2

t1

v1

t2
v2

است. پادساعتگرد حرکت

v1 = 3̂i+ 4ĵ = 5(
3

5
î+

4

5
ĵ) = Rωθ̂ ⇒ Rω = 5

v2 = −3̂i− 4ĵ = −5(
3

5
î+

4

5
ĵ) = −Rωθ̂ ⇒ Rω = 5

۹۲ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
t1 = 2 s لحظه ی در دارد. یکنواخت دایره ی حرکت افقی فلک و چرخ بر سوار گربه ای مسئله− ۱۷:
لحظه ی در است. v⃗1 = (3 ⅿ/s)̂i + (4 ⅿ/s)ĵ گربه سرعت xy افقی مختصات به نسبت
مرکز به جانب شتاب اندازه ی است. v⃗2 = (−3 ⅿ/s)̂i+ (−4 ⅿ/s)ĵ گربه سرعت t2 = 5 s

آورید. بدست را

t1

v1

t2
v2

t1

v1

t2
v2

است. پادساعتگرد حرکت

Rω = 5,

{
t2− t1 = 3 s
t2 − t1 = T/2

⇒ T = 6 s ⇒ ω = π/3 Raⅾ/s

R = 15/π ⅿ, a = Rω2 = 5π/3 Raⅾ/s2

۹۲ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
حرکت r = 3 ⅿ ثابت شعاع با دایره ای روی بر ثابت سرعت اندازه ی با P ذره ی مسئله− ۱۸:
گذرد. می O نقطه ی از t = 0 لحظه ی در ذره می زند. کامل دوره یک ثانیه 20 مدت در می کند.

آورید. بدست شده داده مختصات دستگاه نسبت را متحرک مکان بردار

x
O

y

P

x
O

y

O′

P

x
O

y

O′

P

r⃗

است. پادساعتگرد حرکت
OO′ = 3ĵ

O′P = 3(cos θî+ sin θĵ)

r⃗ = OO′ +O′P = 3 cos θî+ 3(1 + sin θ)ĵ

۹۲ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
حرکت r = 3 ⅿ ثابت شعاع با دایره ای روی بر ثابت سرعت اندازه ی با P ذره ی مسئله− ۱۸:
گذرد. می O نقطه ی از t = 0 لحظه ی در ذره می زند. کامل دوره یک ثانیه 20 مدت در می کند.

آورید. بدست شده داده مختصات دستگاه نسبت را متحرک مکان بردار

x
O

y

P

ωt

x
O

y

O′

P

x
O

y

O′

P

r⃗

است. پادساعتگرد حرکت

r⃗ = 3 cos θî+ 3(1 + sin θ)ĵ

T = 20 s ⇒ ω =
2π

20
=

π

10
Raⅾ/s

θ(t) = ωt+ θ0 = (π/10)t− π/2
۹۲ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دایره ای حرکت دوبعد: در حرکت
حرکت r = 3 ⅿ ثابت شعاع با دایره ای روی بر ثابت سرعت اندازه ی با P ذره ی مسئله− ۱۸:
گذرد. می O نقطه ی از t = 0 لحظه ی در ذره می زند. کامل دوره یک ثانیه 20 مدت در می کند.

آورید. بدست شده داده مختصات دستگاه نسبت را متحرک مکان بردار

x
O

y

P

ωt

x
O

y

O′

P

x
O

y

O′

P

r⃗

است. پادساعتگرد حرکت

r⃗ = 3 cos[(π/10)t− π/2]̂i+ 3(1 + sin[(π/10)t− π/2])ĵ

داریم انتظار : r⃗(t = 0) = 0

r⃗(t = 0) = 3 cos[−π/2]̂i+ 3(1 + sin[−π/2])ĵ = 0

۹۲ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت

O x

y

R⃗

O′ x′

y′

r⃗′
r⃗

P

−−→
OP =

−−→
OO′ +

−−→
O′P

r⃗ = R⃗+ r⃗′

مکان
r⃗(t) = R⃗(t) + r⃗′(t)

سرعت

d

dt
r⃗ =

d

dt
R⃗+

d

dt
r⃗′

v⃗(t) = V⃗ (t) + v⃗′(t)

شتاب

d

dt
v⃗ =

d

dt
V⃗ +

d

dt
v⃗′

a⃗(t) = A⃗(t) + a⃗′(t)

۹۲ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
جریان شرق بطرف ثانیه بر متر 2 ثابت سرعت با آب متر، 200 عرض به رودخانه ای از مسئله− ۱۹:
درجه 30 جهت در و می کند ترک را جنوبی ساحل آب، به نسبت ثانیه بر 8متر سرعت با قایقی دارد.
ب) آورید. بدست را زمین به نسبت قایق سرعت جهت و اندازه الف) می کند. حرکت غربی شمال

کند؟ طی را رودخانه عرض قایق تا می کشد طول چقدر

dV⃗
u⃗ θ

ساحل به نسبت رودخانه آب سرعت : V⃗ = 2̂i

رودخانه آب به نسبت قایق سرعت : u⃗ = 8(− sin θî+ cos θĵ) = 8(−1

2
î+

√
3

2
ĵ)

ساحل به نسبت قایق سرعت : v⃗ = V⃗ + u⃗ = −2̂i+ 4
√
3ĵ

۹۲ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۱۹:

dV⃗
u⃗ θ

ساحل به نسبت قایق سرعت : v⃗ = V⃗ + u⃗ = −2̂i+ 4
√
3ĵ

v = |v⃗| =
√
52 = 7.2 ⅿ/s, tanϕ = −2

√
3

tan(π − ϕ) = − tanϕ

π − ϕ = tan−1 2
√
3 ⇒ ϕ = 106◦

y = vyt ⇒ 200 = 4
√
3t ⇒ t =

50√
3
= 29 s

۹۲ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
آسانسور، داخل پسری می رود. بالا ثانیه بر متر 10 سرعت با سقف بدون آسانسوری مسئله− ۲۰:
کف و آسانسور کف از بالاتر متر 2 توپ اولیه ی ارتفاع می کند. پرتاب بالا بطرف مستقیما را توپی
ثانیه بر متر 20 آسانسور به نسبت توپ اولیه سرعت است. زمین سطح از بالاتر متر 28 آسانسور
کف به توپ تا می کشد طول ب)چقدر آورید. بدست را زمین به نسبت توپ اوج ارتفاع الف) است.

برگردد. آسانسور

زمین به نسبت آسانسور سرعت : V⃗ = 10ĵ

آسانسور به نسبت توپ اولیه سرعت : u⃗ = 20ĵ

زمین به نسبت توپ اولیه سرعت : v⃗ = V⃗ + u⃗ = 30ĵ
زمین به نسبت توپ حرکت معادله

yتوپ = −1

2
gt2 + 30t+ 30

زمین به نسبت آسانسور معادله
yآسانسور = 10t+ 28

۹۲ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۲۰:

زمین به نسبت آسانسور سرعت : V⃗ = 10ĵ

آسانسور به نسبت توپ اولیه سرعت : u⃗ = 20ĵ

زمین به نسبت توپ اولیه سرعت : v⃗ = V⃗ + u⃗ = 30ĵ
زمین به نسبت توپ حرکت معادله

yتوپ = −1

2
gt2 + 30t+ 30

زمین به نسبت آسانسور معادله
yآسانسور = 10t+ 28

اوج در

vتوپ = 0 ⇒ −gts + 30 = 0 ⇒ ts =
30

g
= 3.1 s

H = y(t = ts) = −1

2

302

g
+

302

g
+ 30 =

1

2

302

g
+ 30 = 76 ⅿ

۹۲ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۲۰:

زمین به نسبت آسانسور سرعت : V⃗ = 10ĵ

آسانسور به نسبت توپ اولیه سرعت : u⃗ = 20ĵ

زمین به نسبت توپ اولیه سرعت : v⃗ = V⃗ + u⃗ = 30ĵ
زمین به نسبت توپ حرکت معادله

yتوپ = −1

2
gt2 + 30t+ 30

زمین به نسبت آسانسور معادله
yآسانسور = 10t+ 28

می گردد بر آسانسور کف به توب وقتی

yتوپ = yآسانسور

−1

2
gt2 + 30t+ 30 = 10t+ 28 ⇒ −1

2
gt2 + 20t+ 2 = 0 ⇒ t = 4.18 s

۹۲ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
ساعت بر کیلومتر 6.4 ساکن آب به نسبت را قایق سرعت زدن پارو با می تواند شخصی مسئله− ۲۱:
است، ساعت بر کیلومتر 3.2 آب جریان سرعت که مستقیم و طویل رودخانه ای در الف) برساند.
اگر ب) کند. حرکت باید زاویه ای چه با برود رودخانه طرف آن در مقابل نقطه بطرف مستقیم بخواهد

کند. طی را رودخانه عرض تا می کشد طول چقدر باشد، کیلومتر 6.4 رودخانه عرض

dV⃗
u⃗ θ

ساحل به نسبت رودخانه آب سرعت : V⃗ = 3.2̂i

رودخانه آب به نسبت قایق سرعت : u⃗ = 6.4(− sin θî+ cos θĵ)

ساحل به نسبت قایق سرعت : v⃗ = (3.2− 6.4 sin θ)̂i+ 6.4 cos θĵ

۹۲ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۲۱:

dV⃗
u⃗ θ

ساحل به نسبت رودخانه آب سرعت : V⃗ = 3.2̂i

رودخانه آب به نسبت قایق سرعت : u⃗ = 6.4(− sin θî+ cos θĵ)

ساحل به نسبت قایق سرعت : v⃗ = (3.2− 6.4 sin θ)̂i+ 6.4 cos θĵ = vxî+ vy ĵ

آن سرعت افقی مولفه ی باید کند، حرکت رودخانه طرف آن مقابل نقطه به مستقیم بخواهد قایق اگر
باشد، صفر برابر

vx = 0 ⇒ 3.2− 6.4 sin θ = 0 ⇒ θ = 30◦

۹۲ / ۹۱ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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نسبی حرکت دوبعد: در حرکت
مسئله− ۲۱:

dV⃗
u⃗ θ

ساحل به نسبت رودخانه آب سرعت : V⃗ = 3.2̂i

رودخانه آب به نسبت قایق سرعت : u⃗ = 6.4(− sin θî+ cos θĵ)

ساحل به نسبت قایق سرعت : v⃗ = 6.4 cos θĵ = vy ĵ

سرعت، قائم مولفه ی از استفاده با

d = vyt = 0 ⇒ 6.4 = (6.4 cos 30)t ⇒ t = 2/
√
3 = 1.15 h

۹۲ / ۹۲ ۱۴۰۰ مهر سه بعد و دوبعد در حرکت قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


