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۱ فیزیک
غلتش

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ بهمن

۷۵ / ۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوران و انتقال از ترکیبی بصورت غلتش

محور و کند می حرکت مستقیم خط یک در چرخ جرم مرکز شکل، مطابق غلتشی، حرکت در ◀
ماند. خواهد موازی لحظه هر در آن از عبوری دوران

همچنین رود. می جلو بطرف vⅭⅯ سرعت با O جرم مرکز شکل، مطابق می غلتد، چرخی وقتی ◀
می رود. جلو بطرف vⅭⅯ سرعت با سطح) با چرخ تماس نقطه (یعنی P نقطه ی

 

۷۵ / ۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوران و انتقال از ترکیبی بصورت غلتش

اثر در همچنین می پیماید. را s مسافت چرخ، Pی نقطه ی و O جرم مرکز ،t زمانی بازه ی در ◀
می پیماید. را s بطول کمانی سطح، با چرخ اولیه تماس نقطه ی ،θ زاویه ی اندازه ی به چرخ غلتش

بصورت شده طی مسافت و چرخش زاویه رابطه ی

s = Rθ

است. چرخ شعاع R که می شود داده

ثابت شعاع با چرخ جرم مرکز سرعت ◀

vⅭⅯ =
ds

dt
= R

dθ

dt
= Rω

۷۵ / ۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دوران و انتقال از ترکیبی بصورت غلتش

است. خالص دورانی حرکت و خالص انتقالی حکت از ترکیبی چرخ غلتشی حرکت ◀

وارد چرخ به P نقطه ی در اصطکاکی نیروی باید باشد، داشته خالص غلتش یک بخواهد چرخ اگر ◀
است. ایستایی اصطکاک نیروی یک اصطکاک نیروی این کند. جلوگیری چرخ لغزش از تا شود

۷۵ / ۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتشی جنبشی انرژی

غلتشی جنبشی انرژي = دورانی جنبشی انرژی + انتقالی جنبشی انرژی

K =
1

2
IⅭⅯω2 +

1

2
Mv2ⅭⅯ

K =
1

2
IⅭⅯω2 +

1

2
M(Rω)2 =

1

2
(IⅭⅯ +MR2)ω2

۷۵ / ۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتشی جنبشی انرژی

K =
1

2
(IⅭⅯ +MR2)ω2

IP = IⅭⅯ +MR2

K =
1

2
IPω

2

۷۵ / ۶ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

غلتش
شود. می باز F ثابت نیروی تحت R شعاع و M جرم به قرقره ای طناب شکل، مطابق مسئله− ۱:
شتاب الف) که دهد می نشان ، لغزد نمی که است جامد یکنواخت استوانه ی یک قرقره اینکه فرض با
با است برابر بزرگی نظر از و راست سمت به اصطکاک نیروی ب) و است 4F/3M جرم مرکز
مرکز سرعت شود، غلتیده لغزش بدون و کند حرکت به شروع سکون حالت از استوانه اگر ج) .F/3

است؟ چقدر d مسافت کردن طی از پس آن جرم

۷۵ / ۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱:

F

f

∑
F = Ma ⇒ F + f = Ma∑

τ = IⅭⅯα ⇒ (F − f)R =
1

2
MR2

( a

R

)
{
F + f = Ma

F − f = 1
2Ma

⇒ a =
4F

3M
, f =

1

3
F

۷۵ / ۸ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱:

F

f

a =
4F

3M
, f =

1

3
F

ثابت شتاب با حرکت

v2 − v20 = 2ad ⇒ v2 − 0 =
8Fd

3M
⇒ v =

√
8Fd

3M

۷۵ / ۹ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
ϕ شیب زاویه ی به شیبداری سطح بالای از R شعاع و M جرم به یکنواختی دوار جسم مسئله− ۲:

آورید. بدست را جسم جرم مرکز شتاب می غلتد. پایین بطرف

ϕ


توخالی کره : IⅭⅯ =

2

3
MR2

توپر کره : IⅭⅯ =
2

5
MR2

,

توخالی استوانه : IⅭⅯ = MR2

توپر استوانه : IⅭⅯ =
1

2
MR2

۷۵ / ۱۰ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۲:

x

y

fs

N

mg ϕ

جرم مرکز حول دوران اول: ∑روش
Fy = 0 ⇒ N −Mg cosϕ = 0 ⇒ N = Mg cosϕ∑

Fx = MaⅭⅯ ⇒ Mg sinϕ− fs = MaⅭⅯ∑
τⅭⅯ = IⅭⅯα ⇒ fsR = IⅭⅯ

aⅭⅯ

R
⇒ fs =

IⅭⅯ

R2
aⅭⅯ

۷۵ / ۱۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۲:

x

y

fs

N

mg ϕ

جرم مرکز حول دوران اول: Mgروش sinϕ− fs = MaⅭⅯ

fs =
IⅭⅯ

R2
aⅭⅯ

⇒ aⅭⅯ =
g sinϕ

1 + IⅭⅯ/MR2

fs =
(IⅭⅯ/R2)g sinϕ

1 + IⅭⅯ/MR2

۷۵ / ۱۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

x

y

P

fs

N

mg ϕ

P لحظه ای محور حول دوران دوم: ∑روش
τP = IPα

′ ⇒ MgR sinϕ = (IⅭⅯ +MR2)α′

α′ =
MgR sinϕ

IⅭⅯ +MR2
⇒ aⅭⅯ = Rα′ =

MgR2 sinϕ

IⅭⅯ +MR2
=

g sinϕ

1 + IⅭⅯ/MR2

۷۵ / ۱۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

غلتش
مسئله− ۲:

x

ϕ

انرژي پایستگی از استفاده سوم: روش

Eدلخواه =
1

2
Mẋ2 +

1

2
IⅭⅯω2 −Mgx sinϕ

Eدلخواه =
1

2
Mẋ2 +

1

2

IⅭⅯ

R2
ẋ2 −Mgx sinϕ

انرژی پایستگی :
d

dt
Eدلخواه = 0 ⇒ Mẋẍ+

IⅭⅯ

R2
ẋẍ−Mgẋ sinϕ = 0

۷۵ / ۱۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۲:

x

ϕ

انرژی پایستگی از استفاده سوم: روش

ẋ

(
Mẍ+

IⅭⅯ

R2
ẍ−Mg sinϕ

)
= 0

ẋ = 0 قبول غیرقابل

ẍ =
g sinϕ

1 + IⅭⅯ/MR2
= aⅭⅯ

۷۵ / ۱۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

صفحه یک دور به ریسمان یک مسئله− ۳:
می شود. پیچیده M جرم و R شعاع به یکنواخت
خارج سکون حالت از عمودی ریسمان با دیسک
بسته ثابت میله یک به آن بالایی انتهای و می شود

یک رشته کشش (الف) که دهید نشان می شود.
مرکز شتاب بزرگی (ب) است، دیسک وزن سوم

مرکز سرعت (ج) و است، 2g/3 با برابر جرم
فاصله از دیسک اینکه از بعد (4gh/3)1/2 جرم

بخش به را خود پاسخ (د) است. آمد فرود h
کنید. تأیید انرژی رویکرد از استفاده با (ج)

۷۵ / ۱۶ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

Mg

T

∑مسئله− ۳:
Fy = MaⅭⅯ

Mg − T = MaⅭⅯ∑
τⅭⅯ = IⅭⅯα

TR =
1

2
MR2aⅭⅯ

R

T =
1

2
MaⅭⅯMg − T = MaⅭⅯ

T =
1

2
MaⅭⅯ

⇒ aⅭⅯ =
2

3
g, T =

1

3
Mg

۷۵ / ۱۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

y = h

مسئله− ۳:
aⅭⅯ =

2

3
g

ثابت شتاب با حرکت

v2 − v20 = 2aⅭⅯy

اولیه شرایط : y0 = 0, v0 = 0

برای y = h : v2 =
4

3
gh

v =

√
4

3
gh

۷۵ / ۱۸ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

y

U0 = 0

مسئله− ۳:

E =
1

2
Mẏ2 +

1

2
IⅭⅯω

2 −Mgy

E =
1

2
Mẏ2 +

1

2

(
1

2
MR2

)(
ẏ

R

)2

−Mgy

E =
3

4
Mẏ2 −Mgy

انرژی پایستگی :
d

dt
Eدلخواه = 0 ⇒ 3

2
Mẏÿ−Mgẏ = 0 ⇒ ẏ[(3/2)Mÿ−Mg] = 0

ẏ = 0 قبول ,غیرقابل ÿ =
2

3
g = aⅭⅯ

۷۵ / ۱۹ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش

y = h

U0 = 0 v0 = 0

↓ v

مسئله− ۳:

Eاولیه حالت = Eنهایی حالت

0 =
1

2
Mv2 +

1

2
IⅭⅯω

2 −Mgh

0 =
1

2
Mv2 +

1

4
Mv2 −Mgh

0 =
3

4
Mv2 −Mgh

v =

√
4

3
gh

۷۵ / ۲۰ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
پیچیده سبکی و نازک نوار R شعاع و M جرم به توپر استوانه ی یک دور به شکل مطابق مسئله− ۴:
قائم امتداد در m جرم به دیگری ذره ی به سبکی و ثابت قرقره ی روی از نوار دیگر سر است. شده
پایین بطرف θ شیب زاویه ی به شیبداری سطح روی از لغزش بدون استوانه است. شده متصل

آورید. بدست را نوار کشش ب) و استوانه شتاب الف) می غلتد.

۷۵ / ۲۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۴:

داریم، M جرم به ذره ی ∑برای
F = Ma ⇒ Mg sin θ − T − f = Ma

∑
τ = IⅭⅯα ⇒ (f − T )R =

1

2
MR2

( a

R

)
۷۵ / ۲۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۴:

داریم، m جرم به ذره ی ∑برای
F = m2a ⇒ T −mg = m(2a)

استوانه بیرونی قسمت بغلتد، پایین شیبدار سطح از a شتاب با توپر استوانه ی جرم مرکز اگر نکته:
داشت. خواهد 2a شتاب m جرم بنابراین دارد. 2a شتاب می پیچد، استوانه دور به آنجا از طناب که

۷۵ / ۲۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۴:


Mg sin θ − T − f = Ma

f − T = 1
2Ma

T −mg = 2ma

a =
2M sin θ − 4m

3M + 8m
g, T =

(
3M + 4M sin θ

3M + 8m

)
mg

۷۵ / ۲۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
که است گرفته قرار یکسان و مستقل استوانه ای غلتک دو بالای بر M جرم با تخته ای مسئله− ۵:
محورهای بر عمود امتداد در F ثابت و افقی نیروی با تخته شکل، مطابق دارند. m جرم و R شعاع
می غلتند. صاف سطح روی لغزش بدون استوانه ها می شود. کشیده هستند) موازی (که ها استوانه

کنند؟ می عمل اصطکاکی نیروهای چه ب) کنید. پیدا را غلتک و تخته شتاب الف)

F1

f1
a

F2

f2
a

FF1 + F2

2a

۷۵ / ۲۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۵:

F1

f1
a

F2

f2
a

FF1 + F2

2a

اصطکاک نیروهای غلتش، حین در آنها محورهای بود موازی همچنین و استوانه ها بودن یکسان بدلیل
یکدیگر با استوانه و زمین بین اصطکاک نیروهای و F1 = F2 برابرند، یکدیگر با استوانه و تخته بین

می شود، داده زیر بصورت مسئله دینامیک استوانه ها از یکی برای بنابراین .f1 = f2 ∑برابرند،
F = ma ⇒ F1 + f1 = ma

∑و
τ = IⅭⅯα ⇒ (F1 − f1)R =

1

2
mR2 a

R

۷۵ / ۲۶ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۵:

F1

f1
a

F2

f2
a

FF1 + F2

2a

استوانه ها جرم مرکز شتاب برابر دو شتابی دارد، قرار استوانه ها بیرونی قسمت روی بر چون M تخته ی
یعنی، دارد.

∑
F = M(2a) ⇒ F − (F1 + F2) = 2Ma

۷۵ / ۲۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۵:

F1

f1
a

F2

f2
a

FF1 + F2

2a


F − 2F1 = 2Ma

F1 + f1 = ma

F1 − f1 =
1
2ma

a =
2F

4M + 3m
, F1 = F

(
3m

8M + 6m

)
, f1 = F

(
m

8M + 6m

)
۷۵ / ۲۸ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مرکز از که محوری حول ω0 زاویه ای سرعت با R شعاع به جامدی دیسک که کنید فرض مسئله− ۶:
کنید فرض می کنیم. رها و آورده پایین افقی سطح یک روی بر آنرا سپس می چرخد. می گذرد، آن
اینکه برای لازم زمان مدت که دهید نشان الف) باشد. µ سطح و دیسک بین اصطکاک ضریب که
دیسک که را مسافتی دهید نشان ب) .Rω0/3µg با است برابر افتد اتفاق خالص غلتشی حرکت

.R2ω2
0/18µg با است برابر کند می طی خالص غلتشی حرکت از قبل تا

۷۵ / ۲۹ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۶:

ω0

غلتش و لغزش
µk f

بنابراین نیستند. برقرار a = Rα و v = Rω روابط داریم لغزش و غلتش که حالتی ∑برای
F = ma ⇒ fk = ma ⇒ a = µkg

∑و
τ = IⅭⅯα ⇒ −µkmgR =

1

2
mR2α ⇒ α = −2µkg

R

۷۵ / ۳۰ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۶:

ω0

غلتش و لغزش
µk f

a = µkg, α = −2µkg

R

می آید، بدست زیر بصورت زاویه ای سرعت و خطی سرعت

v = µkgt, ω = −2µkg

R
t+ ω0

۷۵ / ۳۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۶:

ω0

غلتش و لغزش
µk f

که می شود شروع خالص غلتش وقتی
بنابراین باشد. v(t) = Rω(t)

v = Rω ⇒ µkgt = −2µkgt+Rω0

آورد، بدست را t زمان می توان بالا رابطه از

t =
Rω0

3µkg

غلتشی حرکت اینکه برای لازم زمان مدت که
افتد. اتفاق خالص

۷۵ / ۳۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۶:

ω0

غلتش و لغزش
µk f

از سطح روی گرفتن قرار لحظه از دیسک مکان
می آید، بدست زیر رابطه

x(t) =
1

2
µkgt

2

خالص غلتش از قبل تا شده طی مسافت بنابراین
با است برابر

x(t = Rω0/3µkg) =
1

2
µkg

(
Rω0

3µkg

)2

x =
R2ω2

0

18µkg

۷۵ / ۳۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
و θ شیب زاویه به ناصاف شیبداری سطح روی v0 سرعت با چرخش بدون ابتدا توپی مسئله− ۷:
زمان از تابعی بصورت را توپ مکان الف) می شود. پرتاب بالا به µk لغزشی اصطکاک ضریب

می شود؟ شروع توپ خالص غلتش مکانی چه در ب) کنید. تعیین

لغزش و غلتش
خالص غلتش

ϕ

v0

۷۵ / ۳۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۷:

ϕ

v0

N

f
mg

xy

بنابراین نیستند. برقرار a = Rα و v = Rω روابط داریم لغزش و غلتش که حالتی ∑برای
F = ma ⇒ −mg sin θ − µkmg cos θ = ma

a = −(sin θ + µk cos θ)g∑
τ = IⅭⅯα ⇒ µkmg cos θR =

2

5
mR2α

α =
5µkg cos θ

2R
۷۵ / ۳۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۷:

ϕ

v0

N

f
mg

xy

a = −(sin θ + µk cos θ)g, α =
5µkg cos θ

2R

می آید، بدست زیر بصورت زاویه ای سرعت و خطی سرعت

v = −(sin θ + µk cos θ)gt+ v0

ω =
5µkg cos θ

2R
t

۷۵ / ۳۶ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۷:

ϕ

v0

N

f
mg

xy

v = −(sin θ + µk cos θ)gt+ v0, ω =
5µkg cos θ

2R
t

بنابراین باشد. v(t) = Rω(t) که می شود شروع خالص غلتش وقتی

v = Rω ⇒ −(sin θ + µk cos θ)gt+ v0 =
5

2
µkgt cos θ

۷۵ / ۳۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۷:

ϕ

v0

N

f
mg

xy

v = Rω ⇒ −(sin θ + µk cos θ)gt+ v0 =
5

2
µkgt cos θ

آورد، بدست را t غلتش شروع زمان می توان بالا رابطه از

t =
2v0

g(2 sin θ + 7µk cos θ)

۷۵ / ۳۸ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۷:

ϕ

v0

N

f
mg

xy

گرفتن قرار لحظه از توپ مکان افتد. اتفاق خالص غلتشی حرکت اینکه برای لازم زمان مدت که
می آید، بدست زیر رابطه از سطح روی

x(t) = −1

2
(sin θ + µk cos θ)gt

2 + v0t

با است برابر خالص غلتش از قبل تا شده طی مسافت بنابراین

x =
2v20
g

sin θ + 6µk cos θ

(2 sin θ + 7µk cos θ)2

۷۵ / ۳۹ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مطابق هستند. I2 و I1 دورانی لختی دارای ترتیب به R2 و R1 شعاع های به استوانه دو مسئله− ۸:
سرعت با آغاز در بزرگ استوانه می شوند. نگهداری صفحه  بر عمود استوانه ها این محورهای شکل
بزرگتر استوانه با تا می شود داده حرکت راست سمت به کوچکتر است.استوانه حرکت در ω0 زاویه ای
پایان به لغزش سرانجام بیاید. در دوران به دیگر استوانه با اصطکاک بواسطه و کند پیدا تماس
نهایی، زاویه ی سرعت می کنند. دوران مخالف جهتهای در و ثابت آهنگهای با استوانه دو و می رسد

کنید. پیدا ω0 و R2 ،R1 ،I2 ،I1 برحسب را کوچکتر استوانه ،ω2

2 1

ω0

2
ω2

1
ω1

۷۵ / ۴۰ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۸:

2 1

ω0

2
ω2

f2

1
ω1

f1

که هست اصطکاک نیروهای f2 و f1 اینجا در
و استوانه ها سرعت از مستقل شود می فرض

در و مساوی لحظه هر در نیروها این باشند. ثابت
بنابراین هستند، یکدیگر جهت خلاف

گشتاور اصطکاک نیروی .f1 = f2 = f
مثبت نیروی گشتاور و اول ذره روی منفی نیروی

می کند، اعمال دوم ذره روی

−fR1 = I1α1 ⇒ α1 = −fR1

I1

و

fR2 = I2α2 ⇒ α2 =
fR2

I2

۷۵ / ۴۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

غلتش
مسئله− ۸:

2 1

ω0

2
ω2

f2

1
ω1

f1

داده زیر بصورت استوانه ها زاویه ای سرعت
می شود،

ω1 = α1t+ ω0 ⇒ ω1 = −fR1

I1
t+ ω0

و
ω2 = α2t ⇒ ω2 =

fR2

I2
t

در می چرخد، ثابت آهنگ یک با ذرات وقتی
برابری خطی سرعت استوانه ها تماس، نقطه

یعنی دارند،

v1 = v2 ⇒ R1ω1 = R2ω2 ⇒ −fR2
1

I1
t+R1ω0 =

fR2
2

I2
t
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غلتش
مسئله− ۸:

2 1

ω0

2
ω2

f2

1
ω1

f1

−fR2
1

I1
t+R1ω0 =

fR2
2

I2
t

می کشد طول که را زمانی مدت می توان ادامه در
بدست را باشند داشته برابری خطی سرعت ذرات

آورد،

t =
R1I1I2ω0

f(R2
1I2 +R2

2I1)

داریم بالا روابط از استفاده با

ω2 =
fR2

I2
t ⇒ ω2 =

R1R2I1
R2

1I2 +R2
2I1

ω0
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ذرات دستگاه زاویه ای حرکت اندازه
است برابر محوردلخواه حول ω زاویه ای سرعت با که صلبی جسم ∆mi عنصر زاویه ای حرکت اندازه

با
L⃗i = r⃗i ×∆p⃗i

∆mi عنصر زمانی تغییرات آهنگ

d

dt
L⃗i =

d

dt
(r⃗i ×∆miv⃗i)

d

dt
L⃗i =

(
dr⃗i
dt

)
×∆miv⃗i + r⃗i ×∆mi

(
dv⃗i
dt

)
d

dt
L⃗i = ∆mi(v⃗i × v⃗i) + r⃗i × F⃗i

v⃗i × v⃗i = 0, r⃗i × F⃗i = τ⃗i ∆mi عنصر بر وارد نیروی گشتاور
d

dt
L⃗i = τ⃗i
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ذرات دستگاه زاویه ای حرکت اندازه
است برابر محوردلخواه حول ω زاویه ای سرعت با که صلبی جسم ∆mi عنصر زاویه ای حرکت اندازه

با
d

dt
L⃗i = τ⃗i

L⃗ = L⃗1 + L⃗2 + · · ·
d

dt
L⃗ =

d

dt
L⃗1 +

d

dt
L⃗2 + · · ·

d

dt
L⃗ = τ⃗1 + τ⃗2 + · · ·

d

dt
L⃗ = τ⃗

دورانی حرکتهای برای نیوتن دوم قانون از دیگری فرم
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ثابت محور حول ذرات دستگاه زاویه ای حرکت اندازه

صلبی جسم ∆mi عنصر زاویه ای حرکت اندازه
ثابتی محور حول ω زاویه ای سرعت با که

با است برابر می چرخد،

Liz = r⊥i∆pi

که

∆pi = ∆mivi = ∆mi(r⊥iω)

بنابراین

Liz = (∆mir
2
⊥i)ω

صلب جسم زاویه ای حرکت اندازه

Lz =
∑
i

Liz =

(∑
i

∆mir
2
⊥i

)
ω
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ثابت محور حول ذرات دستگاه زاویه ای حرکت اندازه

صلب جسم زاویه ای حرکت اندازه

Lz =

(∑
i

∆mir
2
⊥i

)
ω

برابر محور حول دورانی لختی اگر

I =
∑
i

∆mir
2
⊥i

بنابراین باشد،

Lz = Iω

۷۵ / ۴۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ثابت محور حول ذرات دستگاه زاویه ای حرکت اندازه

صلب جسم زاویه ای حرکت اندازه

Lz = Iω

زمانی تغییرات آهنگ

d

dt
Lz =

d

dt
Iω = I

d

dt
ω

τ = Iα
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زاویه ای حرکت اندازه پایستگی
باشد صفر برابر صلب جسم بر وارد خالص نیروی گشتاور اگر

τخالص = 0

بنابراین
d

dt
L⃗ = 0 ⇒ L⃗ = ⅽonst.

نوشته زیر بصورت tf و ti لحظه ی دو هر برای که می شود نامیده زاویه ای تکانه ی پایستگی نتیجه این
می شود،

ti لحظه ی در کل زاویه ای حرکت اندازه = tf لحظه ی در کل زاویه ای حرکت اندازه

Li = Lf
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زاویه ای حرکت اندازه پایستگی
چرخ یک مانند قرص دارد. قرار R شعاع و M جرم به قرصی روی m جرم به سوسکی مسئله− ۹:
r = 0.8R شعاع در ابندا در سوسک چرخد. می محور به نسبت ω0 زاویه ای سرعت با فلک و

است؟ چقدر زاویه ای تندی می رسد، قرص پیرامون به سپس و دارد قرار

Iقرص =
1

2
MR2, Iاولیه حالت در سوسک = m(0.8R)2 = 0.64mR2

Iاولیه حالت = (0.5M + 0.64m)R2

Lاولیه حالت = Iاولیه ω0حالت = (0.5M + 0.64m)R2ω0
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زاویه ای حرکت اندازه پایستگی
مسئله− ۹:

Lاولیه حالت = (0.5M + 0.64m)R2ω0

Iقرص =
1

2
MR2, Iنهایی حالت در سوسک = mR2

Iنهایی حالت = (0.5M +m)R2

Lنهایی حالت = Iنهایی ωحالت = (0.5M +m)R2ω
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زاویه ای حرکت اندازه پایستگی
مسئله− ۹:

Lاولیه حالت = (0.5M + 0.64m)R2ω0

Lنهایی حالت = (0.5M +m)R2ω

Lاولیه حالت = Lنهایی حالت

ω =
0.5M +m

0.5M + 0.64m
ω0
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زاویه ای حرکت اندازه پایستگی
مسئله− ۹:

Lاولیه حالت = (0.5M + 0.64m)R2ω0

Lنهایی حالت = (0.5M +m)R2ω

Lاولیه حالت = Lنهایی حالت

ω =
0.5M +m

0.5M + 0.64m
ω0
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ژیرسکوپ تقدیمی حرکت

چرخ و می گذرد چرخ محور از میله است. شده تشکیل میله  یک و چرخ یک از ژیروسکوپ ◀
بچرخد. آن حول آزادانه می تواند

دارد. قرار پایه ای روی ژیرسکوپ میله  ی انتهای یک ◀
با ژیرسکوپ می کنیم. رها را ژیرسکوپ نمی چرخد، خود محور حول چرخ که حالتی در ◀

می افتد. پایین بطرف پایه محور حول چرخش
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ژیرسکوپ تقدیمی حرکت

با ژیرسکوپ می کنیم. رها را ژیرسکوپ نمی چرخد، خود محور حول چرخ که حالتی در ◀
می افتد. پایین بطرف پایه محور حول چرخش

می آید بدست نیوتن دوم قانون زاویه ای شکل از نیروی گشتاور ◀

τ⃗ =
dL⃗

dt

نیروی گشتاور بزرگی ◀
τ = Mgr
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ژیرسکوپ تقدیمی حرکت

یک دور به افقی چرخش به شروع ژیرسکوپ می چرخد، خود محور حول چرخ که حالتی در ◀
می گویند. تقدیمی حرکت آن به که می کند می گذرد پایه O نقطه ی از که قائم محور

حرکت اندازه ی بزرگی اینکه فرض با می کند. دوران افقی صفحه ی یک در L⃗ حرکت اندازه ◀
شود. می مشخص شعاعی بصورت زاویه ای حرکت اندازه بردار باشد، (Iω) ثابت زاویه ای

L⃗ = Iωr̂
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ژیرسکوپ تقدیمی حرکت

L⃗ = Iωr̂

τ⃗ =
dL⃗

dt
⇒ Mgrϕ̂ =

d

dt
(Iωr̂) ⇒ Mgrϕ̂ = Iωϕ̇ϕ̂

ϕ̇ =
Mgr

Iω
= تقدیمی حرکت زاویه ی سرعت = Ω
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غلتش
در و می کند غلتش به شروع سکون حال از هموار بطور توپر گلوله ی زیر، شکل مطابق مسئله− ۱۰:
نقطه ی افقی فاصله ی می شود. جدا مسیر از دارد، قرار h ارتفاع در و است افقی که مسیر انتهای

است؟ چقدر A نقطه ی تا زمین با گلوله برخورد

بگیریم، نظر در پتانسیل مرجع عنوان به را زمین سطح اگر

Eمی شود رها H ارتفاع از وقتی = Eمی رسد h ارتفاع در افقی مسیر به وقتی

mgH =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 +mgh
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غلتش
مسئله− ۱۰:

mgH =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 +mgh

mg(H − h) =
1

2
mv2 +

1

2

(
2

5
mr2

)(v
r

)2
⇒ mg(H − h) =

7

10
mv2

گلوله جرم مرکز سرعت : v =

√
10

7
g(H − h)
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غلتش
مسئله− ۱۰:

گلوله جرم مرکز سرعت : v =

√
10

7
g(H − h)

افق امتداد در پرتابه حرکت معادله : y = y0 −
gx2

2v20
= h− 7

20

x2

H − h

y = 0 : x =

√
20

7
h(H − h)
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غلتش
رها مستقیم مسیر یک طول در سکون حال از m جرم به توپر گلوله ی زیر، شکل مطابق مسئله− ۱۱:
r ≤ R گلوله شعاع و R مارییچ قسمت شعاع می غلتد. دایره ای مسیر یک در هموار بطور و می شود
مقدار شود جدا آن از سپس و برسد دایره ای مسیر بالایی لبه ی به گلوله که صورتی در الف) است.
در گلوله بر وارد نیروی جهت و بزرگی شود رها h = 6R ارتفاع از گلوله اگر ب) است. چقدر h

آورید. بدست را Q نقطه ی

بگیریم، نظر در پتانسیل مرجع عنوان به را زمین سطح اگر

Eمی شود رها h ارتفاع از وقتی = Eمی رسد دایره ای مسیر بالای به وقتی

۷۵ / ۶۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۱:

Eمی شود رها h ارتفاع از وقتی = Eمی رسد دایره ای مسیر بالای به وقتی

mgh =
1

2
mv2 +

1

2
Iω2 +mg(2R− r)

mgh =
1

2
mv2 +

1

2

(
2

5
mr2

)(v
r

)2
+mg(2R− r)

۷۵ / ۶۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۱:

mgh =
7

10
mv2 +mg(2R− r)

دایره ای مسیر نقطه ی بالاترین در :
∑

Fr = −mv2/(R− r)

−N −mg = −mv2/(R− r) ⇒ N = mg −mv2/(R− r)

دایره ای مسیر نقطه ی بالاترین در : N = 0 ⇒ mv2 = mg(R− r)

۷۵ / ۶۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۱:

mgh =
7

10
mv2 +mg(2R− r)

دایره ای مسیر نقطه ی بالاترین در : mv2 = mg(R− r)

mgh =
7

10
mg(R− r) +mg(2R− r)

h =
7

10
(R− r) + (2R− r) = R+

17

10
(R− r) ⇒ h ≃ 27

10
R, r ≪ R

۷۵ / ۶۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۱:

mg(6R) =
7

10
mv2 +mgR ⇒ mv2 =

50

7
mgR

−N = −mv2/(R−r) ⇒ N =
50R

7(R− r)
mg, N =

50

7
[1−(r/R)+· · · ]mg

r ≪ R : N =
50

7
[1− (r/R) + · · · ]mg ≃ 50

7
mg

۷۵ / ۶۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۱:

r ≪ R : N ≃ 50

7
mg

F⃗ = −50

7
mgî−mgĵ

F = mg

√
1 +

(
50

7

)2

, ϕ = tan−1(7/50)

۷۵ / ۶۶ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
بطرف h ارتفاع از اصطکاک بدون سطح یک روی m جرم به کوچکی قطعه ی شکل در مسئله− ۱۲:
می چسبد. آن به و می کند برخورد ℓ طول و M جرم به یکنواختی میله ی به سپس و می لغزد پایین
آورید. بدست را θ زاویه ی می چرخد. θ زاویه ی تا لحظه ای توقف از پیش O نقطه ی حول میله محور

می دهیم. قرار دایره ای مسیر قسمت ترین پایین را پتانسیل مرجع

Eمی شود رها دایره ای مسیر بالای از m جرم وقتی = Eدایره ای می رسد مسیر پایین به m جرم وقتی

۷۵ / ۶۷ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۲:

Eمی شود رها دایره ای مسیر بالای m جرم وقتی = Eدایره می رسد مسیر پایین به m جرم وقتی

mgh =
1

2
mv20 ⇒ v0 =

√
2gh

Lمیله به m جرم خورد بر از قبل لحظه ای = Lمیله به m جرم برخورد از بعد لحظه ای

۷۵ / ۶۸ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۲:

v0 =
√
2gh

Lمیله به m جرم خورد بر از قبل لحظه ای = Lمیله به m جرم برخورد از بعد لحظه ای

mℓv0 = mℓv +
1

3
Mℓ2ω ⇒ mℓ

√
2gh = mℓ2ω +

1

3
Mℓ2ω

۷۵ / ۶۹ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۲:

mℓ
√
2gh = mℓ2ω +

1

3
Mℓ2ω ⇒ ω =

m
√
2gh

mℓ+Mℓ/3

Eدارند قرار قائم امتداد در میله و m جرم وقتی = Eمی سازد θ زاویه ی قائم امتداد با میله و m جرم وقتی

۷۵ / ۷۰ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۲:

Eدارند قرار قائم امتداد در میله و m جرم وقتی = Eمی سازد θ زاویه ی قائم امتداد با میله و m جرم وقتی

1

2
(m+M/3) ℓ2ω2 = mgℓ(1− cos θ) +Mgℓ(1− cos θ)/2

۷۵ / ۷۱ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۲:

ℓω =
m
√
2gh

m+M/3

1

2
(m+M/3) ℓ2ω2 = (mg +Mg/2)ℓ(1− cos θ)

cos θ = 1− m2

(m+M/3)(m+M/2)

h

ℓ

θ = cos−1

[
1− m2

(m+M/3)(m+M/2)

h

ℓ

]

۷۵ / ۷۲ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

غلتش
بطور که می دهد نشان را M جرم و ℓ طول به یکنواختی میله ی بالای از نمایی زیر، شکل مسئله− ۱۳:
چرخد. می می گذرد آن مرکز از که محوری حول پادساعتگرد بصورت ω0 زاویه ی سرعت با و افقی
ذره مسیر می چسبد. آن به و کند می برخورد میله به v0 سرعت با افقی بطور M/3 جرم به ذره ای
مقداری چه در الف) دارد. فاصله d اندازه ی به میله مرکز از و است میله بر عمود برخورد لحظه ی در
در ذره و میله باشد، بیشتر مقدار این از d اگر ب) رسد. می سکون به برخورد از بعد ذره و میله d از

می چرخند؟ جهتی چه

۷۵ / ۷۳ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۳:

Lمیله به M/3 جرم خورد بر از قبل لحظه ای = Lمیله به M/3 جرم برخورد از بعد لحظه ای

Iچرخش ω0محور − (M/3)dv0 = Iچرخش محور + (M/3)d2]ω

1

12
Mℓ2ω0 −

1

3
Mdv0 =

[
1

12
Mℓ2 +

1

3
Md2

]
ω

ω = 0 ⇒ d =
ℓ2ω0

4v0

۷۵ / ۷۴ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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غلتش
مسئله− ۱۳:

1

12
Mℓ2ω0 −

1

3
Mdv0 =

[
1

12
Mℓ2 +

1

3
Md2

]
ω

ω =
ℓ2ω0 − 4dv0
ℓ2 + 4d2

⇒ ω =
4v0

ℓ2 + 4d2

[
ℓ2ω0

4v0
− d

]
d >

ℓ2ω0

4v0
⇒ ω < 0 : ساعتگرد ,حرکت d <

ℓ2ω0

4v0
⇒ ω > 0 : پادساعتگرد حرکت

۷۵ / ۷۵ ۱۴۰۰ بهمن زاویه ای تکانه ی و گشتاور غلتش، قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


