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۲ فیزیک
فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ بهمن

۲۸۲ / ۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
کاربرد پر یونانی حروف

aⅼpha α آلفا
 beta β بِتا
 gaⅿⅿa γ گاما
 ⅾeⅼta δ دِلتا
 theta θ تتا
 eta η اتا
 zeta ζ زِتا

kappa κ کاپا
 nu ν نوو
 ⅿu µ میو
 psi ψ سای
 phi ϕ فی
 ⅽhi χ خی
 sigⅿa σ سیگما

oⅿega ω اُمگا
 ⅼaⅿbⅾa λ لامبدا
 xi ξ کسی
 rho ρ ر
 tau τ تاو
 epsiⅼon ϵ اپسیلون
 pi π پی

Ⅾeⅼta ∆ دِلتا
 Oⅿega Ω اُمگا
 Tehta Θ تتا
 Phi Φ فی
 Psi Ψ سای
 Sigⅿa Σ سیگما

۲۸۲ / ۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
خاص ثوابت

π = 3.14159265359 · · ·
√
2 = 1.41421356237 · · ·

√
3 = 1.73205080757 · · ·

ریاضی اتحادهای
(a+ b)2 = a2 + 2ab+ b2

(a− b)2 = a2 − 2ab+ b2

(a+ b)3 = a3 + 3a2b+ 3ab2 + b3

(a− b)3 = a3 − 3a2b+ 3ab2 − b3

a2 − b2 = (a+ b)(a− b)

a3 + b3 = (a+ b)(a2 − ab+ b2)

a3 − b3 = (a− b)(a2 + ab+ b2)

۲۸۲ / ۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Faⅽtoriaⅼ) فاکتوریل

n! = 1× 2× 3× · · · × (n− 1)× n, ∀n ∈ Z+

خاص حالت
0! = 1! = 1

( Binomial Coefficients) دوتایی )ضرایب
n

k

)
=

n!

k!(n− k)!
=

(
n

n− k

)
دوتایی اتحاد

(a+b)n =

(
n

0

)
an+

(
n

1

)
an−1b+

(
n

2

)
an−2b2+· · ·+

(
n

n− 1

)
a2bn−1+

(
n

n

)
bn

۲۸۲ / ۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم درجه معادله ریشه های

ax2 + bx+ c = 0

∆ = b2 − 4ac

∆ > 0 اگر

x± =
−b±

√
∆

2a

∆ = 0 اگر
x± = − b

2a

۲۸۲ / ۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
خط معادله

x

y

x0

p1
y0

x1

p2

y1 − y0

y1

x1 − x0

α

y − y0 = m(x− x0) یا
y − y0
y1 − y0

=
x− x0
x1 − x0

خط شیب : m =
y1 − y0
x1 − x0

= tanα

۲۸۲ / ۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
خط معادله

x

y

x0

p1
y0

x1

p2
y1

α

β

y − y0 = m′(x− x0), α+ β =
π

2

عمودی خط شیب : m′ = − 1

m
یا tanβ = − 1

tanα
یا tanα tanβ = −1

۲۸۲ / ۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
قدرمطلق تعریف

x

y

|x| =

{
x x ≥ 0

−x x < 0

x

y

x0

|x− x0| =

{
x− x0 x ≥ x0

−(x− x0) x < x0

۲۸۲ / ۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
قدرمطلق تعریف

x

y

−x0

|x+ x0| =

{
x+ x0 x ≥ −x0
−(x+ x0) x < −x0

کسری توان های

√
x = 2

√
x = x

1
2 , x ≥ 0

√
x2 = |x|

√
x3 = x

3
2 = x

√
x, x ≥ 0

3
√
x = x

1
3

3
√
x2 = x

2
3

۲۸۲ / ۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1

1

x

x2

x3

۲۸۲ / ۱۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1

1

x2

√
x

x

۲۸۲ / ۱۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1

1

x

3
√
x

x3

۲۸۲ / ۱۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

x0

y0

y0 + (x− x0)

y0 + (x− x0)
2

y0 + (x− x0)
3

۲۸۲ / ۱۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

x0

y0

y0 + (x− x0)
2

y0 +
√
x− x0

y0 + (x− x0)

۲۸۲ / ۱۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

x0

y0

y0 + (x− x0)

y0 + 3
√
x− x0

y0 + (x− x0)
3

۲۸۲ / ۱۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1
x

1
x2

x > 0

limx→0+
1
x → +∞

limx→+∞
1
x = 0

limx→0+
1
x2 → +∞

limx→+∞
1
x2 = 0

۲۸۲ / ۱۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1
x

1
x21

x

1
x2

x < 0

limx→0−
1
x2 → +∞

limx→−∞
1
x2 = 0

x < 0

limx→0−
1
x → −∞

limx→−∞
1
x = 0

۲۸۲ / ۱۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

1
x ,

1
x2

1
x

1
x2

− 1
x ,−

1
x2

x > 0

limx→0+
(−1

x

)
→ −∞

limx→+∞
(−1

x

)
= 0

۲۸۲ / ۱۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی معادله

x

y

y0

x0

y0 +
1

x−x0

y0 − 1
x−x0

lim
x→+∞

(
y0 +

1

x− x0

)
= y0

lim
x→+∞

(
y0 −

1

x− x0

)
= y0

lim
x→x+

0

(
y0 +

1

x− x0

)
→ +∞

lim
x→x−

0

(
y0 −

1

x− x0

)
→ −∞

۲۸۲ / ۱۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی ها برهم نهی

f(x) =
1

x
+ x

x

y

1
x

x

x

y

1
x + x

۲۸۲ / ۲۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
منحنی ها برهم نهی

لنارد−جونز پتانسیل : f(x) =
1

x12
− 1

x6

x

y

1
x12

− 1
x6

x

y

1
x12 − 1

x6

۲۸۲ / ۲۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amn


است. ستون n و سطر m شامل A ماتریس

می نامند. مربعی ماتریس رایک A ماتریس باشد m = n اگر

A =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amm



۲۸۲ / ۲۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amn


می نامند. سطری بردار یک را A ماتریس باشد m = 1 اگر

A =
[
a11 a12 · · · a1n

]
می نامند. ستونی بردار یک را A ماتریس باشد n = 1 اگر

A =


a11
a21

...
am1


۲۸۲ / ۲۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn


تفریق جمع، هم با را ماتریس دو می توان باشند، برابر هم با ماتریس دو ستون های و سطرها تعداد اگر

کرد. مقایسه و
جمع،

cij = aij + bij , i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

C = A+B =


a11 + b11 a12 + b12 · · · a1n + b1n
a21 + b21 a22 + b22 · · · a2n + b2n

...
... . . . ...

am1 + bm1 am2 + bm2 · · · amn + bmn

 = B +A

۲۸۲ / ۲۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

A =


a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amn

 , B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bm1 bm2 · · · bmn


تفریق جمع، هم با را ماتریس دو می توان باشند، برابر هم با ماتریس دو ستون های و سطرها تعداد اگر

کرد. مقایسه و
تفریق،

cij = aij − bij , i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

C = A−B =


a11 − b11 a12 − b12 · · · a1n − b1n
a21 − b21 a22 − b22 · · · a2n − b2n

...
... . . . ...

am1 − bm1 am2 − bm2 · · · amn − bmn


۲۸۲ / ۲۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

A =


a11 a12 · · · a1l
a21 a22 · · · a2l

...
... . . . ...

am1 am2 · · · aml

 , B =


b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bl1 bl2 · · · bln


باید B ماتریس سطرهای تعداد با A ماتریس ستون های تعداد ،C = AB ماتریسی ضرب در

یعنی باشد. یکسان
[C]m×n = [A]m×l[B]l×n·

ندارد، جابجایی خاصیت ماتریس دو ضرب

AB ̸= BA

ماتریس دو ضرب اندیسی نمایش

cij =

l∑
k=1

aikbkj , i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n

۲۸۲ / ۲۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

c11 c12 · · · c1n
c21 c22 · · · c2n
...

... . . . ...
cm1 cm2 · · · cmn

 =


a11 a12 · · · a1l
a21 a22 · · · a2l

...
... . . . ...

am1 am2 · · · aml



b11 b12 · · · b1n
b21 b22 · · · b2n
...

... . . . ...
bl1 bl2 · · · bln




...

...
· · · · · · cij · · · · · ·

...

...


=



...

...
ai1 · · · aik · · · ail

...

...




b1j
...

· · · · · · bkj · · · · · ·
...
blj


cij = ai1b1j + · · ·+ aikbkj + · · ·+ ailblj

۲۸۲ / ۲۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
ماتریس ها

واحد ماتریس

I =


1 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 , AI = IA = A, Iij = δij =

{
1, i = j

0, i ̸= j

متقارن ماتریس
a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m

...
... . . . ...

am1 am2 · · · amm

 =


a11 a12 · · · a1m
a21 a22 · · · a2m

...
... . . . ...

a1m a2m · · · amm


aij = aji

۲۸۲ / ۲۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
2× 2 ماتریس

A =

[
a11 a12
a21 a22

]
2× 2 ماتریس دترمینان

|A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ = a21

a11

a22

a12
−

a21

a11

a22

a12

|A| = a11a22 − a12a21

2× 2 ماتریس واران

A−1 =
1

|A|

[
a22 −a12
−a21 a11

]
, |A| ̸= 0

۲۸۲ / ۲۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅽraⅿer) کرامر روش به خطی معادلات دستگاه }حل

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

ماتریسی ]نمایش
a11 a12
a21 a22

] [
x1
x2

]
=

[
b1
b2

]
معادلات دستگاه جوابهای

x1 =

∣∣∣∣b1 a12
b2 a22

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , x2 =

∣∣∣∣a11 b1
a21 b2

∣∣∣∣∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ , |A| =
∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣ ̸= 0

۲۸۲ / ۳۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅽraⅿer) کرامر روش به خطی معادلات دستگاه }حل

a11x1 + a12x2 = b1

a21x1 + a22x2 = b2

ماتریسی ]نمایش
a11 a12
a21 a22

] [
x1
x2

]
=

[
b1
b2

]
معادلات دستگاه جوابهای

A

[
x1
x2

]
=

[
b1
b2

]
A−1

−−→ A−1A

[
x1
x2

]
= A−1

[
b1
b2

]
, A−1A = AA−1 = I

I =

[
1 0
0 1

]
, I

[
x1
x2

]
= A−1

[
b1
b2

]
⇒

[
x1
x2

]
= A−1

[
b1
b2

]
۲۸۲ / ۳۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


3× 3 ماتریس دترمینان

|A| =

∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
|A| =

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

−

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

+

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

۲۸۲ / ۳۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس دترمینان

|A| =

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

−

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

+

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

|A| = a11
a32

a22

a33

a23
−a12

a31

a21

a33

a23
+a13

a31

a21

a32

a22

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ = a32

a22

a33

a23
−

a32

a22

a33

a23
= a22a33 − a23a32

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ = a31

a21

a33

a23
−

a31

a21

a33

a23
= a21a33 − a23a31

۲۸۲ / ۳۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس دترمینان

|A| = a11
a32

a22

a33

a23
−a12

a31

a21

a33

a23
+a13

a31

a21

a32

a22

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ = a32

a22

a33

a23
−

a32

a22

a33

a23
= a22a33 − a23a32

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ = a31

a21

a33

a23
−

a31

a21

a33

a23
= a21a33 − a23a31

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ = a31

a21

a32

a22
−

a31

a21

a32

a22
= a21a32 − a22a31

۲۸۲ / ۳۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس دترمینان

|A| = a11
a32

a22

a33

a23
−a12

a31

a21

a33

a23
+a13

a31

a21

a32

a22

∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ = a32

a22

a33

a23
−

a32

a22

a33

a23
= a22a33 − a23a32

∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ = a31

a21

a33

a23
−

a31

a21

a33

a23
= a21a33 − a23a31

∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ = a31

a21

a32

a22
−

a31

a21

a32

a22
= a21a32 − a22a31

|A| = a11(a22a33 − a23a32)− a12(a21a33 − a23a31) + a13(a21a32 − a22a31)

۲۸۲ / ۳۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

A−1 = 1
|A|


∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
□ □ □
□ □ □



۲۸۲ / ۳۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


−
∣∣∣∣a12 a13
a32 a33

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣

A−1 = 1
|A|


∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
□ □ □
□ □ □



۲۸۲ / ۳۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

A−1 = 1
|A|



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣
−
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣
□ □ □


۲۸۲ / ۳۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


−
∣∣∣∣a21 a23
a31 a33

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a23 a21
a33 a31

∣∣∣∣ , −
∣∣∣∣a11 a13
a21 a23

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a13 a11
a23 a21

∣∣∣∣

A−1 = 1
|A|



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a23 a21
a33 a31

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a11
a23 a21

∣∣∣∣
□ □ □



۲۸۲ / ۳۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33



a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

a31

a21

a11

a32

a22

a12

a33

a23

a13

A−1 = 1
|A|



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a23 a21
a33 a31

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a11
a23 a21

∣∣∣∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ −
∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣


, |A| ̸= 0

۲۸۲ / ۴۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
3× 3 ماتریس واران

A =

a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33


−
∣∣∣∣a11 a12
a31 a32

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣a12 a11
a32 a31

∣∣∣∣

A−1 = 1
|A|



∣∣∣∣a22 a23
a32 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a12
a33 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a13
a22 a23

∣∣∣∣∣∣∣∣a23 a21
a33 a31

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a13
a31 a33

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a13 a11
a23 a21

∣∣∣∣∣∣∣∣a21 a22
a31 a32

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a12 a11
a32 a31

∣∣∣∣ ∣∣∣∣a11 a12
a21 a22

∣∣∣∣


, |A| ̸= 0

۲۸۲ / ۴۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅽraⅿer) کرامر روش به خطی معادلات دستگاه حل


a11x1 + a12x2 + a13x3 = b1

a21x1 + a22x2 + a23x3 = b2

a31x1 + a32x2 + a33x3 = b3

a11 a12 a12
a21 a22 a23
a31 a32 a33

x1x2
x3

 =

b1b2
b3


معادلات دستگاه جوابهای

x1 =

∣∣∣∣∣∣
b1 a12 a13
b2 a22 a23
b3 a32 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, x2 =

∣∣∣∣∣∣
a11 b1 a13
a12 b2 a23
a13 b3 a33

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
, x3 =

∣∣∣∣∣∣
a11 a21 b1
a12 a22 b2
a13 a23 b3

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a11 a12 a13
a21 a22 a23
a31 a32 a33

∣∣∣∣∣∣
|A| ̸= 0

۲۸۲ / ۴۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

مثلث

A Bc

C

ab

α β

γ
α+ β + γ = 180◦

سینوسها قانون

sinα

a
=

sinβ

b
=

sin γ

c

کسینوسها قانون

c2 = a2 + b2 − 2ab cos γ

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα

b2 = c2 + a2 − 2ca cosβ

۲۸۲ / ۴۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

مثلث

A Bc

C

ab

α β

h

α+ β + γ = 180◦

h = b sinα = a sinβ

مساحت = S =
1

2
hc

S =
1

2
bc sinα =

1

2
ac sinβ

الساقین متساوی مثلث

a = b, α = β

2α+ γ = 180◦

h = a sinα, S =
1

2
ac sinα A Bc

C

aa

α α

h

γ

۲۸۲ / ۴۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

مثلث

A Bc

C

ab

α β

h

α+ β + γ = 180◦

h = b sinα = a sinβ

S =
1

2
hc =

1

2
bc sinα =

1

2
ac sinβ

الاضلاع متساوی مثلث

a = b = c, α = β = γ

3α = 180◦ ⇒ α = 30◦

h =

√
3

2
a, S =

√
3

4
a2

A Ba

C

aa

α α

h

۲۸۲ / ۴۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

مثلث

A Bc

C

ab

α β

h

α+ β + γ = 180◦

h = b sinα = a sinβ

S =
1

2
hc =

1

2
bc sinα =

1

2
ac sinβ

الزاویه قائم مثلث

α = 90◦, β + γ = 90◦

فیثاقورس : a2 = b2 + c2

S =
1

2
ab

A Bc

C

ab

β

γ

۲۸۲ / ۴۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

الاضلاع متوازی

A Ba

C

b

a
D

b

α β

α
β

h

α+ β = 180◦

AB ∥ DC, AD ∥ BC, h = b sinα

S = ha = ba sinα

ذوزنقه

α+ η = β + γ = 180◦

AB ∥ DC, h = c sinα = d sinβ

S =
1

2
(a+ b)h

A Ba

C

d

b
D

c

α β

γη

h h

۲۸۲ / ۴۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

دایره

O

R محیط = P = 2πR

S = πR2

x2 + y2 = R2{
x = R cos θ

y = R sin θ

0 ≤ θ ≤ 2π

x

y

R

p(x, y)

θ

۲۸۲ / ۴۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

دایره

x

y

x0

y0

R

p(x, y)

θ

(x− x0)
2 + (y − y0)

2 = R2{
x = x0 +R cos θ

y = y0 +R sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π

۲۸۲ / ۴۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

بیضی

a
a

b

b

S = πab

cc FF ′

p
a2 = b2 + c2

مرکز از خروج : e =
c

a
=

√
1− b2

a2

|pF ′|+ |pF | = 2a

۲۸۲ / ۵۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

بیضی

x

y

a

b

p(x, y)

θ

x2

a2
+
y2

a2
= 1{

x = a cos θ

y = b sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π

۲۸۲ / ۵۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

بیضی

x

y

x0

y0

p(x, y)

θ

(x− x0)
2

a2
+

(y − y0)
2

b2
= 1{

x = x0 + a cos θ

y = y0 + b sin θ
, 0 ≤ θ ≤ 2π

۲۸۲ / ۵۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

کُره

R

R

R

S = 4πR2

V =
4

3
πR3

۲۸۲ / ۵۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

کُره

z

x

y

x

y

z

p

p نقطه ی : (x, y, z)

x2 + y2 + z2 = R2


x = R sin θ cosϕ

y = R sin θ sinϕ

z = R cos θ

,

{
0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ ϕ ≤ 2π

z

x

y

x

y

z

p

ϕ

θ

۲۸۲ / ۵۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

کُره

x
y

z

p

O′

کُره مرکز O′ نقطه ی : (x0, y0, z0)

p نقطه ی : (x− x0, y − y0, z − z0)

(x−x0)2+(y−y0)2+(z−z0)2 = R2


x = x0 +R sin θ cosϕ

y = y0 +R sin θ sinϕ

z = z0 +R cos θ{
0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ ϕ ≤ 2π

۲۸۲ / ۵۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

استوانه

R

x

R

y

z

H

V = πR2H,


Sجانبی = 2πRH

Sبالا مقطع = πR2

Sپایین مقطع = πR2

⇒ Sکل = 2πR(H +R)

۲۸۲ / ۵۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

استوانه

x
y

z

p

H

p نقطه ی : (x, y, z),


x = R cosϕ

y = R sinϕ

z

, 0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ H

۲۸۲ / ۵۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هندسی اشکال

مخروط

x
y

z

R

l

H

V =
1

3
πR2H{

Sجانبی = πRl = πR
√
R2 +H2

Sبالایی مقطع = πR2
⇒ Sکل = πR2

1 +
√

1 +

(
H

R

)2


۲۸۲ / ۵۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

الزاویه قائم مثلث یک در

α+ β =
π

2
, a2 + b2 = c2

بالعکس و R رادیان به D درجه تبدیل

R =
πD

180
, D =

180R

π

هستند. رادیان برحسب همیشه زوایا مثلثاتی اتحادهای در نکته:
۲۸۲ / ۵۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

sinα =
مقابل ضلع

وتر
=
a

c
, sinβ =

مقابل ضلع
وتر

=
b

c

cosα =
مجاور ضلع

وتر
=
b

c
, cosβ =

مجاور ضلع
وتر

=
a

c

۲۸۲ / ۶۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

tanα =
مقابل ضلع
مجاور ضلع

=
a

b
, tanβ =

مقابل ضلع
مجاور ضلع

=
b

a

cotα =
مجاور ضلع
مقابل ضلع

=
b

a
, cotβ =

مجاور ضلع
مقابل ضلع

=
a

b

۲۸۲ / ۶۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

sinα =
a

c
, cosα =

b

c

tanα =
a

b
, cotα =

b

a

sinβ =
b

c
, cosβ =

a

c

tanβ =
b

a
, cotβ =

a

b

۲۸۲ / ۶۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(α+ β = π

2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در مثلثاتی اتحادهای

sinα =
a

c
, cosα =

b

c

tanα =
a

b
, cotα =

b

a

sinβ =
b

c
, cosβ =

a

c

tanβ =
b

a
, cotβ =

a

b

sinα = cosβ ⇒

{
sinα = cos(π2 − α)

sin(π2 − β) = cosβ

cosα = sinβ ⇒

{
cosα = sin(π2 − α)

cos(π2 − β) = sinβ

۲۸۲ / ۶۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(α+ β = π

2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در مثلثاتی اتحادهای

sinα =
a

c
, cosα =

b

c

tanα =
a

b
, cotα =

b

a

sinβ =
b

c
, cosβ =

a

c

tanβ =
b

a
, cotβ =

a

b

tanα =
1

cotα
⇒ tanα cotα = 1 , tanβ =

1

cotβ
⇒ tanβ cotβ = 1

tanα = cotβ ⇒

{
tanα = cot(π2 − α)

tan(π2 − β) = cotβ

cotα = tanβ ⇒

{
cotα = tan(π2 − α)

cot(π2 − β) = tanβ

۲۸۲ / ۶۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

tanα =
مقابل ضلع
مجاور ضلع

=
a

b
=

مقابل) ضلع
وتر

)
( مجاور ضلع

وتر

) =

(
a
c

)(
b
c

) =
sinα

cosα
⇒ tanα =

sinα

cosα

۲۸۲ / ۶۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

cotα =
مجاور ضلع
مقابل ضلع

=
b

a
=

( مجاور ضلع
وتر

)
مقابل) ضلع

وتر

) =

(
b
c

)(
a
c

) =
cosα

sinα
⇒ cotα =

cosα

sinα

۲۸۲ / ۶۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

a2 + b2 = c2
÷c2−−→

(a
c

)2
+

(
b

c

)2

= 1

sinα =
a

c
, cosα =

b

c
⇒ sin2 α+ cos2 α = 1

۲۸۲ / ۶۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

A C
b

B

a
c

α

β

(α+ β = π
2 , a2 + b2 = c2) الزاویه قائم مثلث یک در

a2 + b2 = c2
÷c2−−→

(a
c

)2
+

(
b

c

)2

= 1

sinβ =
b

c
, cosβ =

a

c
⇒ sin2 β + cos2 β = 1

۲۸۲ / ۶۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

tanα =
sinα

cosα

cotα =
cosα

sinα

tanα cotα = 1

sin2 α+ cos2 α = 1

1 + tan2 α =
1

cos2 α

1 + cot2 α =
1

sin2 α

sin(−α) = − sinα فرد تابع

cos(−α) = cosα زوج تابع

tan(−α) = − tanα فرد تابع

cot(−α) = − cotα فرد تابع

زوج: تابع و فرد تابع تعریف

f(−x) = −f(x) فرد ,تابع f(−x) = f(x) زوج تابع

۲۸۲ / ۶۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin(α+ π) = − sinα

sin(α− π) = − sinα

sin(α+
π

2
) = cosα

sin(α− π

2
) = − cosα

cos(α+ π) = − cosα

cos(α− π) = − cosα

cos(α+
π

2
) = − sinα

cos(α− π

2
) = sinα

۲۸۲ / ۷۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sin(α± β) = sinα cosβ ± cosα sinβ

cos(α± β) = cosα cosβ ∓ sinα sinβ

sin 2α = 2 sinα cosα

cos 2α = cos2 α− sin2 α

cos 2α = 2 cos2 α− 1

cos 2α = 1− 2 sin2 α

sin 3α = 3 sinα− 4 sin3 α

cos 3α = 4 cos3 α− 3 cosα

cos2 α =
1

2
(1 + cos 2α)

sin2 α =
1

2
(1− cos 2α)

sin3 α =
3

4
sinα− 1

4
sin 3α

cos3 α =
3

4
cosα+

1

4
cos 3α

۲۸۲ / ۷۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

tan(α± β) =
tanα± tanβ

1∓ tanα tanβ

cot(α± β) =
cotα∓ cotβ

1± cotα cotβ

tan 2α =
2 tanα

1− tan2 α

sinα sinβ =
1

2
[cos(α− β)− cos(α+ β)]

cosα cosβ =
1

2
[cos(α− β) + cos(α+ β)]

sinα cosβ =
1

2
[sin(α− β) + sin(α+ β)]

۲۸۲ / ۷۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sinα+ sinβ = 2 sin
1

2
(α+ β) cos

1

2
(α− β)

sinα− sinβ = 2 sin
1

2
(α− β) cos

1

2
(α+ β)

cosα+ cosβ = 2 cos
1

2
(α+ β) cos

1

2
(α− β)

cosα− cosβ = 2 sin
1

2
(α− β) sin

1

2
(α+ β)

۲۸۲ / ۷۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sin(α+ β) = sinα cosβ + cosα sinβ

sin 2α = sin(α+ α) = sinα cosα+ cosα sinα = 2 sinα cosα

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinα sinβ

cos 2α = cos(α+ α) = cosα cosα− sinα sinα = cos2 α− sin2 α

tan(α+ β) =
sin(α+ β)

cos(α+ β)
=

sinα cosβ + cosα sinβ

cosα cosβ − sinα sinβ

=

sinα cosβ+cosα sinβ
cosα cosβ

cosα cosβ−sinα sinβ
cosα cosβ

=

sinα
cosα + sinβ

cosβ

1− sinα
cosα

sinβ
cosβ

=
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

۲۸۲ / ۷۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sin(α− β) = sinα cosβ − cosα sinβ

cos(α− β) = cosα cosβ + sinα sinβ

tan(α− β) =
sin(α− β)

cos(α− β)
=

sinα cosβ − cosα sinβ

cosα cosβ + sinα sinβ

=

sinα cosβ−cosα sinβ
cosα cosβ

cosα cosβ+sinα sinβ
cosα cosβ

=

sinα
cosα − sinβ

cosβ

1 + sinα
cosα

sinβ
cosβ

=
tanα− tanβ

1 + tanα tanβ

tan(α+ β) =
tanα+ tanβ

1− tanα tanβ

tan 2α = tan(α+ α) =
tanα+ tanα

1− tanα tanα
=

2 tanα

1− tan2 α

۲۸۲ / ۷۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

sinα cosβ + cosα sinβ = sin(α+ β)
sinα cosβ − cosα sinβ = sin(α− β)+

2 sinα cosβ = sin(α+ β) + sin(α− β)

sinα cosβ =
1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β))

cosα cosβ − sinα sinβ = cos(α+ β)
cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α− β)+

2 cosα cosβ = cos(α+ β) + cos(α− β)

cosα cosβ =
1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β))

۲۸۲ / ۷۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی اتحادهای

cosα cosβ + sinα sinβ = cos(α− β)
cosα cosβ − sinα sinβ = cos(α+ β)−
2 sinα sinβ = cos(α− β)− cos(α+ β)

sinα sinβ =
1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β))

۲۸۲ / ۷۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = sinx

x

y

1

−1

0
π

2π

π/2 π/3 π/4 π/6 0 x

1
√
3/2

√
2/2 1/2 0 sin(x)

۲۸۲ / ۷۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = sin 2x

x

y

1

−1

0
π

2π

۲۸۲ / ۷۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = sin
x

2

x

y

1

−1

0
π

2π

۲۸۲ / ۸۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

x

y

1

−1

2

−2

sinx

2 sinx

0
π

2π

۲۸۲ / ۸۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = cosx

x

y

1

−1

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

π/2 π/3 π/4 π/6 0 x

0 1/2
√
2/2

√
3/2 1 cos(x)

۲۸۲ / ۸۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = cos 2x

x

y

1

−1

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۸۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = cos
x

2

x

y

1

−1

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۸۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

x

y

1

−1

2

−2

cosx

2 cosx

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۸۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = tanx =
sinx

cosx
, ±∞ = ±1

0

x

y

0 π 2π

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۸۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

y = cotx =
cosx

sinx
, ±∞ = ±1

0

x

y

0 π 2π

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۸۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع نمودار

cosπx, sinπx, −1

2
≤ x ≤ 5

2

x

y

1

−1

−1
2

1
2

3
2

5
2

۲۸۲ / ۸۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع در فاز

زمان به وابسته نوسانات

y = A sin(ωt+ ϕ), ω = 2πf =
2π

T

ω زاویه ای فرکانس دیمانسیون ◀

[ω] =
رادیان
زمان

ϕ فاز دیمانسیون ◀

[ϕ] = رادیان

f فرکانس دیمانسیون ◀

[f ] =
1

زمان
T تناوب دوره دیمانسیون ◀

[T ] = زمان

ωt+ ϕ کوسینوس) تابع (یا سینوس تابع آرگومان دیمانسیون

[ωt+ ϕ] = رادیان

۲۸۲ / ۸۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع در فاز

مکان به وابسته نوسانات

y = A sin(kx+ ϕ), k =
2π

λ

ϕ فاز دیمانسیون ◀

[ϕ] = رادیان

λ موج طول دیمانسیون ◀

[λ] = طول

k موج عدد دیمانسیون ◀

[k] =
رادیان
طول

kx+ ϕ کسینوس) تابع (یا سینوس تابع آرگومان دیمانسیون

[kx+ ϕ] = رادیان

۲۸۲ / ۹۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اولیه فاز با مثلثاتی توابع نمودار

sin(x+ π/3), sin(x− π/6), sinx

x

y

1

−1

0
π

2π

sin(x+ π/3) = sinx cosπ/3 + cosx sinπ/3 =
1

2
sinx+

√
3

2
cosx

sin(x− π/6) = sinx cosπ/6− cosx sinπ/6 =

√
3

2
sinx− 1

2
cosx

۲۸۲ / ۹۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اولیه فاز با مثلثاتی توابع نمودار

cos(x+ π/3), cos(x− π/6), cosx

x

y

1

−1

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

cos(x+ π/3) = cosx cosπ/3− cosx cosπ/3 =
1

2
cosx−

√
3

2
sinx

cos(x− π/6) = cosx cosπ/6 + sinx sinπ/6 =

√
3

2
cosx+

1

2
sinx

۲۸۲ / ۹۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
یکسان نوسانات فرکانس با متعامد مثلثاتی نوسانات برهم نهی

A,B > 0 اگر
اول حالت ◀

A sinωt+B cosωt =
√
A2 +B2 cos(ωt− ϕ)

A sinωt−B cosωt =
√
A2 +B2 cos(ωt+ ϕ± π)

−A sinωt+B cosωt =
√
A2 +B2 cos(ωt+ ϕ)

که
tanϕ =

A

B

ϕ = tan−1

(
A

B

)
۲۸۲ / ۹۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
یکسان نوسانات فرکانس با متعامد مثلثاتی نوسانات برهم نهی

A,B > 0 اگر
دوم حالت ◀

A sinωt+B cosωt =
√
A2 +B2 sin(ωt+ ψ)

A sinωt−B cosωt =
√
A2 +B2 sin(ωt− ψ)

−A sinωt+B cosωt =
√
A2 +B2 sin(ωt+ ψ ± π)

که
tanψ =

B

A

ψ = tan−1

(
B

A

)
۲۸۲ / ۹۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
یکسان نوسانات فرکانس با متعامد مثلثاتی نوسانات برهم نهی نمودار

sinx+ 2 cosx =
√
5 cos(x− tan−1(1/2))

x

y

2

−2

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۹۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
یکسان نوسانات فرکانس با متعامد مثلثاتی نوسانات برهم نهی نمودار

sinx+ 2 cosx =
√
5 sin(x+ tan−1(2))

x

y

2

−2

−π
2

π
2

3π
2

5π
2

۲۸۲ / ۹۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

y = sinx : x = sin−1 y

y = cosx : x = cos−1 y

1
√
3/2

√
2/2 1/2 0 y

π/2 π/3 π/4 π/6 0 sin−1(y)

0 π/6 π/4 π/3 π/2 cos−1(y)

sin−1(y) + cos−1(y) =
π

2

sin−1(−y) = − sin−1 y

cos−1(−y) = π − cos−1 y

۲۸۲ / ۹۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

y = tanx : x = tan−1 y

y = cotx : x = cot−1 y

∞
√
3 1

√
3/3 0 y

π/2 π/3 π/4 π/6 0 tan−1(y)

0 π/6 π/4 π/3 π/2 cot−1(y)

tan−1(y) + cot−1(y) =
π

2

tan−1(−y) = − tan−1 y

cot−1(−y) = π − cot−1 y

۲۸۲ / ۹۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

x

y

1

π/2

−1

−π/2

y = sin−1 x

−1 ≤ x ≤ 1

−π
2
≤ sin−1 x ≤ π

2

۲۸۲ / ۹۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

x

y

1−1

π

π/2
y = cos−1 x

−1 ≤ x ≤ 1

0 ≤ cos−1 x ≤ π

۲۸۲ / ۱۰۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

x

y

π/2

−π/2

0

y = tan−1 x

−∞ ≤ x ≤ ∞

−π
2
≤ tan−1 x ≤ π

2

۲۸۲ / ۱۰۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مثلثاتی توابع معکوس

x

y

π

π/2

0

y = cot−1 x

y =
π

2
− tan−1 x

−∞ ≤ x ≤ ∞

0 ≤ cot−1 x ≤ π

۲۸۲ / ۱۰۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

مختلط عدد = حقیقی قسمت + i× موهومی قسمت
z = x+ iy, i2 = −1

R[z] = x, I[z] = y

مختلط عدد دو تساوی ◀

z = z′ : x+ iy = x′ + iy′

x = x′, y = y′

(Complex Conjugate) مختلط مزدوج یا مختلط همیوغ ◀

z = x+ iy
مختلط همیوغ
−−−−−−→ z∗ = x− iy

|z|2 = zz∗ = z∗z = (x+ iy)(x− iy) = x2 + y2

۲۸۲ / ۱۰۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

مختلط عدد دو تفریق و جمع ◀

z1 ± z2 = (x1 + iy1)± (x2 + iy2)

z1 ± z2 = (x1 ± x2) + i(y1 ± y2)

R[z1 ± z2] = x1 ± x2, I[z1 ± z2] = y1 ± y2

مختلط عدد دو ضرب ◀

z1z2 = (x1 + iy1)(x2 + iy2)

z1z2 = x1x2 + iy1x2 + ix1y2 + i2y1y2

z1z2 = (x1x2 − y1y2) + i(y1x2 + x1y2)

R[z1z2] = x1x2 − y1y2, I[z1z2] = y1x2 + x1y2

۲۸۲ / ۱۰۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

مختلط عدد دو تقسیم ◀
z1
z2

=
x1 + iy1
x2 + iy2

z1
z2

=
z1z

∗
2

z2z∗2
=

(x1 + iy1)(x2 − iy2)

(x2 + iy2)(x2 − iy2)

z1
z2

=
z1z

∗
2

|z2|2
=

(x1x2 + y1y2) + i(y1x2 − x1y2)

x22 + y22

R
[
z1
z2

]
=
x1x2 + y1y2
x22 + y22

, I
[
z1
z2

]
=
y1x2 − x1y2
x22 + y22

مثال:
z =

1

i
=

i

ii
=

i

i2
=

i

−1
= −i

۲۸۲ / ۱۰۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

x

y

x

z = (x, y)
y

x
x

z = (r, θ)
y

r
θ

(Euⅼer) اولر فرمول

z = x+ iy

|z| =
√
x2 + y2 = r

z = |z|
(
x

|z|
+ i

y

|z|

)
z = r

(x
r
+ i

y

r

)
اگر

x = r cos θ, y = r sin θ

x/r = cos θ, y/r = sin θ

z = r(cos θ + i sin θ), θ = tan−1(y/x)

۲۸۲ / ۱۰۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
z = x+ iy

r =
√
x2 + y2, θ = tan−1(y/x)

z = r(cos θ + i sin θ),

اولر :فرمول cos θ + i sin θ = eiθ نپر ثابت یا اولر عدد :e = 2.71828182842 · · ·

z = x+ iy = r(cos θ + i sin θ) = reiθ

مختلط اعداد در توان ◀

zn = (x+ iy)n = (reiθ)n

zn = rneinθ = rn(cosnθ + i sinnθ) = rn cosnθ + irn sinnθ

R[z] = rn cosnθ, I[z] = rn sinnθ

۲۸۲ / ۱۰۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
اولر :رابطه cos θ + i sin θ = eiθ

اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی توابع

cos θ + i sin θ = eiθ
مختلط همیوغ
−−−−−−→

i→−i
cos θ − i sin θ = e−iθ

cos θ + i sin θ = eiθ

cos θ − i sin θ = e−iθ +

2 cos θ = eiθ + e−iθ

cos θ =
eiθ + e−iθ

2

است. رادیان θ کمیت دیمانسیون) (یا بعد نکته:
۲۸۲ / ۱۰۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
اولر :رابطه cos θ + i sin θ = eiθ

اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی توابع

cos θ + i sin θ = eiθ
مختلط همیوغ
−−−−−−→

i→−i
cos θ − i sin θ = e−iθ

cos θ + i sin θ = eiθ

cos θ − i sin θ = e−iθ −
2i sin θ = eiθ − e−iθ

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i

۲۸۲ / ۱۰۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
اولر :رابطه cos θ + i sin θ = eiθ

اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی توابع

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

tan θ =
1

i

(
eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ

)

tan θ =
i

i2

(
eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ

)
, i2 = −1

tan θ = −i
(
eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ

)
۲۸۲ / ۱۱۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
اولر :رابطه cos θ + i sin θ = eiθ

اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی توابع

cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, sin θ =

eiθ − e−iθ

2i

tan θ = −i
(
eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ

)
cot θ =

1

tan θ

cot θ = i

(
eiθ + e−iθ

eiθ − e−iθ

)
۲۸۲ / ۱۱۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
اولر :رابطه cos θ + i sin θ = eiθ

اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی توابع

cos θ =
eiθ + e−iθ

2

sin θ =
eiθ − e−iθ

2i

tan θ = −i
(
eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ

)

cot θ = i

(
eiθ + e−iθ

eiθ − e−iθ

)
۲۸۲ / ۱۱۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول
است: رادیان e±iθ در θ دیمانسیون) (یا بعد

در اگر ◀

e±ikx

خواهد طول روی بر رادیان بعد k کمیت صورت این در باشد، داشته طول بعد x کمیت
داشت،

[k] =
رادیان
طول

·

در اگر ◀

e±iαt

خواهد زمان روی بر رادیان بعد α کمیت صورت این در باشد، داشته زمان بعد t کمیت
داشت،

[α] =
رادیان
زمان

·

۲۸۲ / ۱۱۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی اتحادهای بررسی

sinα cosβ + sinβ cosα =

(
eiα − e−iα

2i

)(
eiβ + e−iβ

2

)
+

(
eiβ − e−iβ

2i

)(
eiα + e−iα

2

)
=
ei(α+β) + ei(α−β) − ei(−α+β) − e−i(α+β)

4i

+
ei(α+β) + ei(β−α) − ei(−β+α) − e−i(α+β)

4i

=
2ei(α+β) − 2e−i(α+β)

4i

=
ei(α+β) − e−i(α+β)

2i
= sin(α+ β)

۲۸۲ / ۱۱۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی اتحادهای بررسی

sinα cosβ − sinβ cosα =

(
eiα − e−iα

2i

)(
eiβ + e−iβ

2

)
−
(
eiβ − e−iβ

2i

)(
eiα + e−iα

2

)
=
ei(α+β) + ei(α−β) − ei(−α+β) − e−i(α+β)

4i

− ei(α+β) + ei(β−α) − ei(−β+α) − e−i(α+β)

4i

=
2ei(α−β) − 2e−i(α−β)

4i

=
ei(α−β) − e−i(α−β)

2i
= sin(α− β)

۲۸۲ / ۱۱۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی اتحادهای بررسی

cosα cosβ − sinβ sinα =

(
eix + e−iα

2

)(
eiβ + e−iβ

2

)
−
(
eiβ − e−iβ

2i

)(
eiα − e−iα

2i

)
=
ei(α+β) + ei(α−β) + ei(−α+β) + e−i(α+β)

4

− ei(α+β) − ei(β−α) − ei(−β+α) + e−i(α+β)

(−4)

=
2ei(α+β) + 2e−i(α+β)

4

=
ei(α+β) + e−i(α+β)

2
= cos(α+ β)

۲۸۲ / ۱۱۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با مثلثاتی اتحادهای بررسی

cosα cosβ + sinβ sinα =

(
eiα + e−iα

2

)(
eiβ + e−iβ

2

)
+

(
eiy − e−iy

2i

)(
eiα − e−iα

2i

)
=
ei(α+β) + ei(α−β) + ei(−α+y) + e−i(α+β)

4

+
ei(α+β) − ei(y−α) − ei(−y+α) + e−i(α+β)

(−4)

=
2ei(α−β) + 2e−i(α−β)

4

=
ei(α−β) + e−i(α−β)

2
= cos(α− β)

۲۸۲ / ۱۱۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با معکوس مثلثاتی توابع

y = sin θ =
eiθ − e−iθ

2i
, θ = sin−1 y

y =
e2iθ − 1

2ieiθ

e2iθ − 2iyeiθ − 1 = 0

eiθ = iy ±
√
1− y2

θ =
1

i
ln(iy ±

√
1− y2)

sin−1 y =
1

i
ln(iy ±

√
1− y2)

۲۸۲ / ۱۱۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با معکوس مثلثاتی توابع

y = cos θ =
eiθ + e−iθ

2
, θ = cos−1 y

y =
e2iθ + 1

2eiθ

e2iθ − 2yeiθ + 1 = 0

eiθ = y ±
√
y2 − 1

θ =
1

i
ln(y ±

√
y2 − 1)

cos−1 y =
1

i
ln(y ±

√
y2 − 1)

۲۸۲ / ۱۱۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با معکوس مثلثاتی توابع

y = tan θ =
1

i

eiθ − e−iθ

eiθ + e−iθ
, θ = tan−1 y

y =
1

i

e2iθ − 1

e2iθ + 1

iye2iθ + iy = e2iθ − 1

e2iθ =
1 + iy

1− iy

θ =
1

2i
ln

(
1 + iy

1− iy

)

tan−1 y =
1

2i
ln

(
1 + iy

1− iy

)
۲۸۲ / ۱۲۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
مختلط اعداد

(Euⅼer) اولر فرمول از استفاده با معکوس مثلثاتی توابع

y = cot θ = i
eiθ + e−iθ

eiθ − e−iθ
, θ = cot−1 y

y = i
e2iθ + 1

e2iθ − 1

ye2iθ − y = ie2iθ + i

e2iθ =
y + i

y − i

θ =
1

2i
ln

(
y + i

y − i

)

cot−1 y =
1

2i
ln

(
y + i

y − i

)
۲۸۲ / ۱۲۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

a±x, x ∈ [−∞,∞]

مثال

x

y

2x

2−x

1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3−4

.a0 = 1 دارد، یک با برابر مقداری صفر، توان به عددی هر نکته:
۲۸۲ / ۱۲۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

a±x, x ∈ [−∞,∞], a±x > 0

مثال

x

y

3x

3−x

1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3−4

۲۸۲ / ۱۲۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

a±x, x ∈ [−∞,∞], a±x > 0

حدی رفتار
lim

x→+∞
ax → +∞

lim
x→−∞

ax = 0

lim
x→+∞

a−x = 0

lim
x→−∞

a−x → +∞

۲۸۲ / ۱۲۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

e±x, x ∈ [−∞,∞], e±x > 0

مثال

x

y
ex

e−x

1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3−4

۲۸۲ / ۱۲۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

e±x, x ∈ [−∞,∞], e±x > 0

حدی رفتار
lim

x→+∞
ex → +∞

lim
x→−∞

ex = 0

lim
x→+∞

e−x = 0

lim
x→−∞

e−x → +∞

۲۸۲ / ۱۲۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

e±x, x ∈ [0,∞]

x

y
ex

e−x

1

2

3

4

1 2 3 4

حدی رفتار

lim
x→+∞

ex → +∞

lim
x→+∞

e−x = 0

lim
x→+∞

ax → ∞

lim
x→+∞

a−x = 0

۲۸۲ / ۱۲۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Exponentiaⅼ) نمایی توابع

هستند: دیمانسیون) بدون (یا بعد بدون نمایی توابع آرگومان
در اگر ◀

e±kx

داشت، خواهد طول روی بر یک بعد k کمیت صورت این در باشد، داشته طول بعد x کمیت

[k] =
1

طول
·

در اگر ◀

e±αt

داشت، خواهد زمان روی بر یک بعد α کمیت صورت این در باشد، داشته زمان بعد t کمیت

[α] =
1

زمان
·

۲۸۲ / ۱۲۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, b = پایه (Base), x > 0

پایه مجاز مقادیر ◀

b > 0 و b ̸= 1

باشد، x = b اگر ◀

logb b = 1

باشد، x = ba اگر ◀

logb b
a = a logb b = a

اگر است. نمایی تابع معکوس لگاریتم تابع ◀

x = by

شود، گرفته لگاریتم طرفین از و

logb x = logb(b
y) = y logb b = y

۲۸۲ / ۱۲۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, b = پایه (Base), x > 0

x

y

log2(x)

log3(x)

−4

−2

2

4

2 4 6 8 10 12

۲۸۲ / ۱۳۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, b = پایه (Base), x > 0

x

y

log2(x)

log3(x)

log1/2(x)

log1/3(x)

−4

−2

2

4

2 4 6 8 10 12

۲۸۲ / ۱۳۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

loge x = log x = lnx, x > 0

x

y

log2(x)

log3(x)
lnx

−4

−2

2

4

2 4 6 8 10 12

۲۸۲ / ۱۳۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, bx

−10 −5 5 10

−10

−5

5

10

log2(x)

2x x

۲۸۲ / ۱۳۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, bx

−10 −5 5 10

−10

−5

5

10

log3(x)

3x x

۲۸۲ / ۱۳۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Ⅼogarithⅿ) لگاریتمی توابع

logb x, b = پایه (Base), x > 0

پایه، تغییر ◀
logb x

logb c
= logc x

جمع، ◀

logb x1 + logb x2 = logb(x1x2)

تفریق، ◀

logb x1 − logb x2 = logb

(
x1
x2

)

۲۸۲ / ۱۳۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

هیپربولیک کوسینوس ◀

coshx =
ex + e−x

2

هیپربولیک سینوس ◀

sinhx =
ex − e−x

2

هیپربولیک تانژانت ◀

tanhx =
ex − e−x

ex + e−x

هیپربولیک کُتانژانت ◀

cothx =
ex + e−x

ex − e−x

۲۸۲ / ۱۳۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

است، زوج تابع یک هیپربولیک کوسینوس ◀

x→ −x : cosh(−x) = e−x + ex

2
= coshx

است، فرد تابع یک هیپربولیک سینوس ◀

x→ −x : sinh(−x) = e−x − ex

2
= −e

x − e−x

2
= − sinhx

است، فرد تابع یک هیپربولیک تانژانت ◀

x→ −x : tanh(−x) = e−x − ex

e−x + ex
= −e

x − e−x

ex + e−x
= − tanhx

است، فرد تابع یک هیپربولیک کتانژانت ◀

x→ −x : coth(−x) = e−x + ex

e−x − ex
= −e

x + e−x

ex − e−x
= − cothx

۲۸۲ / ۱۳۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

coshx =
ex + e−x

2
, cosx =

eix + e−ix

2

هیپربولیک کوسینوس و کوسینوس رابطه ◀

x→ ix : cosh(ix) =
eix + e−ix

2
= cosx⇒ cosh(ix) = cos(x)

و

x→ −ix : cosh(−i2x) = cos(−ix) ⇒ cosh(x) = cos(ix)

۲۸۲ / ۱۳۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

sinhx =
ex − e−x

2
, sinx =

eix − e−ix

2i

هیپربولیک سینوس و سینوس رابطه ◀

x→ ix : sinh(ix) =
eix − e−ix

2
= i sinx⇒ sinh(ix) = i sin(x)

و

x→ −ix : sinh(−i2x) = i sin(−ix) ⇒ sinh(x) = −i sin(ix)

i sinh(x) = sin(ix)

۲۸۲ / ۱۳۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

cosh(ix) = cos(x), cosh(x) = cos(ix)

sinh(ix) = i sin(x), i sinh(x) = sin(ix)

هیپربولیک تانژانت و تانژانت رابطه ◀

tanhx =
sinhx

coshx
= −i sin(ix)

cos(ix)
= −i tan(ix)

tanh(ix) =
sinh(ix)

cosh(ix)
=
i sin(x)

cos(x)
= i tan(x)

۲۸۲ / ۱۴۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

cosh(ix) = cos(x), cosh(x) = cos(ix)

sinh(ix) = i sin(x), i sinh(x) = sin(ix)

tanh(ix) = i tan(x), i tanhx = tan(ix)

هیپربولیک کتانژانت و کتانژانت رابطه ◀

cothx =
coshx

sinhx
= i

cos(ix)

sin(ix)
= i cot(ix)

coth(ix) =
cosh(ix)

sinh(ix)
=

cosx

i sinx
= −i cotx

۲۸۲ / ۱۴۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

هیپربولیکی توابع با مثلثاتی توابع رابطه ◀

cosh(ix) = cos(x), cosh(x) = cos(ix)

sinh(ix) = i sin(x), i sinh(x) = sin(ix)

tanh(ix) = i tan(x), i tanhx = tan(ix)

cothx = i cot(ix), coth(ix) = −i cotx

۲۸۲ / ۱۴۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

y = sinhx =
1

2
ex − 1

2
e−x, −∞ < x <∞, −∞ < y <∞

x

y
1
2e

x

−1
2e

−x
1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3−4
−1

−2

−3

−4
۲۸۲ / ۱۴۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

y = coshx =
1

2
ex +

1

2
e−x, −∞ < x <∞, 1 ≤ y <∞

x

y
1
2e

x

1
2e

−x1

2

3

4

1 2 3 4−1−2−3−4
−1

−2

−3

−4
۲۸۲ / ۱۴۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

y = tanhx, −∞ < x <∞, −1 < y < 1

x

y

1

2

3

4

1 2 3 4

−1−2−3−4

−1

−2

−3

−4

۲۸۲ / ۱۴۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی توابع

y = cothx, x > 0, x < 0, y > 1, y < −1

x

y

1

2

3

4

1 2 3 4

−1−2−3−4

−1

−2

−3

−4

۲۸۲ / ۱۴۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

coshx =
ex + e−x

2
, sinhx =

ex − e−x

2

coshx+ sinhx = ex

coshx− sinhx = e−x

tanh =
sinhx

coshx
=

1

cothx
⇒ tanhx cothx = 1

cosh2 x− sinh2 x =
e2x + 2 + e−2x

4
− e2x − 2 + e−2x

4
=

4

4
= 1

cosh2 x− sinh2 x = 1

۲۸۲ / ۱۴۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

1

cosh2 x
=

cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x

1

cosh2 x
= 1− tanh2 x

1

sinh2 x
=

cosh2 x− sinh2 x

sinh2 x

1

sinh2 x
= coth2 x− 1

۲۸۲ / ۱۴۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

sinhx cosh y + sinh y coshx =

(
ex − e−x

2

)(
ey + e−y

2

)
+

(
ey − e−y

2

)(
ex + e−x

2

)
=
ex+y + ex−y − e−x+y − e−(x+y)

4

+
ey+x + ey−x − e−y+x − e−(x+y)

4

=
2ey+x − 2e−(x+y)

4
= sinh(x+ y)

sinhx cosh y + sinh y coshx = sinh(x+ y)

۲۸۲ / ۱۴۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

sinhx cosh y − sinh y coshx =

(
ex − e−x

2

)(
ey + e−y

2

)
−
(
ey − e−y

2

)(
ex + e−x

2

)
=
ex+y + ex−y − e−x+y − e−(x+y)

4

− ey+x + ey−x − e−y+x − e−(x+y)

4

=
2ex−y − 2e−(x−y)

4
= sinh(x− y)

sinhx cosh y − sinh y coshx = sinh(x− y)

۲۸۲ / ۱۵۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

coshx cosh y + sinh y sinhx =

(
ex + e−x

2

)(
ey + e−y

2

)
+

(
ey − e−y

2

)(
ex − e−x

2

)
=
ex+y + ex−y + e−x+y + e−(x+y)

4

+
ey+x − ey−x − e−y+x + e−(x+y)

4

=
2ex+y + 2e−(x+y)

4
= cosh(x− y)

coshx cosh y + sinh y sinhx = cosh(x+ y)

۲۸۲ / ۱۵۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

coshx cosh y − sinh y sinhx =

(
ex + e−x

2

)(
ey + e−y

2

)
−
(
ey − e−y

2

)(
ex − e−x

2

)
=
ex+y + ex−y + e−x+y + e−(x+y)

4

− ey+x − ey−x − e−y+x + e−(x+y)

4

=
2ex−y + 2e−(x−y)

4
= cosh(x− y)

coshx cosh y − sinh y sinhx = cosh(x− y)

۲۸۲ / ۱۵۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

sinhx cosh y + sinh y coshx = sinh(x+ y)

sinh 2x = 2 sinhx coshx

coshx cosh y + sinh y sinhx = cosh(x+ y)

cosh 2x = cosh2 x+ sinh2 x

اگر
cosh2 x− sinh2 x = 1

بنابراین

cosh 2x = 2 cosh2 x− 1

= 2 sinh2 x+ 1

۲۸۲ / ۱۵۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

sinhx cosh y + sinh y coshx = sinh(x+ y)

coshx cosh y + sinh y sinhx = cosh(x+ y)

tanh(x+ y) =
sinh(x+ y)

cosh(x+ y)
=

sinhx cosh y + sinh y coshx

coshx cosh y + sinh y sinhx

tanh(x+ y) =

sinhx cosh y+sinh y coshx
coshx cosh y

coshx cosh y+sinh y sinhx
coshx cosh y

tanh(x+ y) =

sinhx
coshx + sinh y

cosh y

1 + sinh y sinhx
coshx cosh y

⇒ tanh(x+ y) =
tanhx+ tanh y

1 + tanhx tanh y

۲۸۲ / ۱۵۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
هیپربولیکی اتحادهای

sinhx cosh y − sinh y coshx = sinh(x− y)

coshx cosh y − sinh y sinhx = cosh(x− y)

tanh(x− y) =
sinh(x− y)

cosh(x− y)
=

sinhx cosh y − sinh y coshx

coshx cosh y − sinh y sinhx

tanh(x− y) =

sinhx cosh y−sinh y coshx
coshx cosh y

coshx cosh y−sinh y sinhx
coshx cosh y

tanh(x− y) =

sinhx
coshx − sinh y

cosh y

1− sinh y sinhx
coshx cosh y

⇒ tanh(x− y) =
tanhx− tanh y

1− tanhx tanh y

۲۸۲ / ۱۵۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = sinhx =
ex − e−x

2
, −∞ < x <∞, −∞ < y <∞

هیپربولیک سینوس معکوس
x = sinh−1 y

e2x − 2yex − 1 = 0

ex = y ±
√
y2 + 1

بنابراین است. ex > 0 همواره چون

ex = y +
√
y2 + 1

x = ln[y +
√
y2 + 1]

x = sinh−1 y

sinh−1 y = ln[y +
√
y2 + 1]

۲۸۲ / ۱۵۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = coshx =
ex + e−x

2
, −∞ < x <∞, 1 ≤ y <∞

هیپربولیک کسینوس معکوس
x = cosh−1 y

e2x − 2yex + 1 = 0

ex = y ±
√
y2 − 1

بنابراین است. ex > 0 همواره چون

ex = y +
√
y2 − 1

x = ln[y +
√
y2 − 1]

x = cosh−1 y

cosh−1 y = ln[y +
√
y2 − 1]

۲۸۲ / ۱۵۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = sinh−1 x, −∞ < x <∞, −∞ < y <∞

y = cosh−1 x, x ≥ 1, y > 0

x

y

sinh−1(x)

cosh−1(x)

1

۲۸۲ / ۱۵۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = tanhx =
ex − e−x

ex + e−x
, −∞ < x <∞, 1 < y < 1

هیپربولیک تانژانت معکوس
x = tanh−1 y

ye2x + y = e2x − 1 ⇒ (1− y)e2x = 1 + y

e2x = ln

(
1 + y

1− y

)
x =

1

2
ln

(
1 + y

1− y

)
x = tanh−1 y

tanh−1 y =
1

2
ln

(
1 + y

1− y

)
۲۸۲ / ۱۵۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = cothx =
ex + e−x

ex − e−x
, x > 0, x < 0, y > 1, y < −1

هیپربولیک کُتانژانت معکوس
x = coth−1 y

ye2x − y = e2x + 1 ⇒ (y − 1)e2x = y + 1

e2x = ln

(
y + 1

y − 1

)
x =

1

2
ln

(
y + 1

y − 1

)
x = coth−1 y

coth−1 y =
1

2
ln

(
y + 1

y − 1

)
۲۸۲ / ۱۶۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
معکوس هیپربولیکی توابع

y = tanh−1 x, −1 < x < 1, −∞ < y <∞

y = coth−1 x, x > 1(y > 0), x < 1(y < 0)

x

y
tanh−1(x)

−1

1

coth−1(x)

۲۸۲ / ۱۶۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

شود، می تعریف زیر بصورت x0 به نسبت y یا f اول مشتق ،y = f(x) اگر

f ′(x0) =
dy

dx

∣∣∣∣
x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

x

y
y = f(x)

x0

f(x0)

x0 + h

f(x0 + h)

۲۸۲ / ۱۶۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

شود، می تعریف زیر بصورت x0 به نسبت y یا f اول مشتق ،y = f(x) اگر

f ′(x0) =
dy

dx

∣∣∣∣
x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

x

y
y = f(x)

x0

f(x0)

x0 + h

h

f(x0 + h)− f(x0)

f(x0 + h)

۲۸۲ / ۱۶۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

شود، می تعریف زیر بصورت x0 به نسبت y یا f اول مشتق ،y = f(x) اگر

f ′(x0) =
dy

dx

∣∣∣∣
x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

x

y

x0

f(x0)

x0 + h

h

f(x0 + h)− f(x0)

f(x0 + h)

L : f(x0) +
f(x0+h)−f(x0)

h (x− x0)

۲۸۲ / ۱۶۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

شود، می تعریف زیر بصورت x0 به نسبت y یا f اول مشتق ،y = f(x) اگر

f ′(x0) =
dy

dx

∣∣∣∣
x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

x

y

x0

f(x0)

x0 + h

h

f(x0 + h)− f(x0)

f(x0 + h)

L : f(x0) +
f(x0+h)−f(x0)

h (x− x0)

h→ 0 : f(x0) + f ′(x0)(x− x0) : مماس خط

۲۸۲ / ۱۶۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

شود، می تعریف زیر بصورت x0 به نسبت y یا f اول مشتق ،y = f(x) اگر

f ′(x0) =
dy

dx

∣∣∣∣
x0

= lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

x

y
y = f(x)

x0

f(x0)

m = f ′(x0) : مماس خط شیب

۲۸۲ / ۱۶۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق
مینیمم و ماکزیمم

x

y

f(x) = x3 − 2x

ماکزیمم

−
√
2/3

مینیمم

√
2/3

۲۸۲ / ۱۶۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق
مینیمم و ماکزیمم

x

y

f(x) = x3 − 2x

m = 0

−
√
2/3

m = 0

√
2/3

۲۸۲ / ۱۶۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق
مینیمم و ماکزیمم

x

y

f(x) = x3 − 2x

m = f ′(−
√
2/3) = 0

−
√
2/3

m = f ′(
√

2/3) = 0

√
2/3

۲۸۲ / ۱۶۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

مثبت) (شیب منحنی تغییرات

x

y

f(x) = x3 − 2x

−5/4

f ′(−5/4) > 0
5/4

f ′(5/4) > 0

۲۸۲ / ۱۷۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

منفی) (شیب منحنی تغییرات

x

y

f(x) = x3 − 2x

−1/2

f ′(−1/2) < 0

1/2

f ′(1/2) < 0

۲۸۲ / ۱۷۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = a, a = ثابت

f ′(x) = 0

مثال:

f(x) = −2.5, f ′(x) = 0

f(x) = ax, a = ثابت

f ′(x) = a

مثال:

f(x) = 5x− 1, f ′(x) = 5

f(x) = axn, a = ثابت

f ′(x) = naxn−1

مثال:

f(x) = 2x4, f ′(x) = 8x3

مثال:
f(x) = 8

√
x = 8x

1
2

f ′(x) =
1

2
8x(

1
2
−1)x = 4x−

1
2
x

f ′(x) =
4√
x

۲۸۲ / ۱۷۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = [u(x)]n

f ′(x) = nu′(x)[u(x)]n−1

مثال:
f(x) = (1 + x2)3

f ′(x) = 3(2x)(1+x2)3−1 = 6x(1+x2)2

مثال:

f(x) =
1

3
√
1 + x2

= (1 + x2)−
1
3

f ′(x) = −1

3
(2x)(1 + x2)−

1
3
−1

f ′(x) = −2

3
x(1 + x2)−

4
3

f ′(x) = − 2x

3 3
√

(1 + x2)4

f(x) = u(x)± v(x)

f ′(x) = u′(x)± v′(x)

مثال:

f(x) = 2x3 −
√
1 + x2

f(x) = 6x2 − x√
1 + x2

۲۸۲ / ۱۷۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = u(x)v(x)

f ′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

مثال:
f(x) = x

√
1 + x2

f ′(x) =
√

1 + x2 +
x2√
1 + x2

مثال:

f(x) = (2x− 1)(x+ 2)

f ′(x) = 2(x+ 2) + (2x− 1)

f ′(x) = 4x+ 3

f(x) = u(x)
v(x)

f ′(x) = u′(x)v(x)−u(x)v′(x)
[v(x)]2

مثال:
f(x) =

x+ 1

x− 1

f ′(x) =
(x− 1)− (x+ 1)

(x− 1)2

f ′(x) =
−2

(x− 1)2

۲۸۲ / ۱۷۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) =
1√

1 + x2

f ′(x) =
0×

√
1 + x2 − 1× d

dx

√
1 + x2

[
√
1 + x2]2

f ′(x) =
− x√

1+x2

[
√
1 + x2]2

f ′(x) = − x

(1 + x2)3/2

مثال:
f(x) =

√
x+ 1

x− 1

f(x) =

[
x+ 1

x− 1

]1/2
f ′(x) =

1

2

d

dx

(
x+ 1

x− 1

)[
x+ 1

x− 1

]−1/2

d

dx

(
x+ 1

x− 1

)
=

−2

(x− 1)2

f ′(x) = − 1

(x− 1)2

[
x+ 1

x− 1

]−1/2

۲۸۲ / ۱۷۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = sinx

f ′(x) = cosx

f(x) = cosx

f ′(x) = − sinx

f(x) = tanx

f ′(x) = (1 + tan2 x)

f(x) = cotx

f ′(x) = −(1 + cot2 x)

f(x) = sinu(x)

f ′(x) = u′(x) cosx

f(x) = cosu(x)

f ′(x) = −u′(x) sinu(x)

f(x) = tanu(x)

f ′(x) = u′(x)(1 + tan2 u(x))

f(x) = cotu(x)

f ′(x) = −u′(x)(1 + cot2 u(x))

۲۸۲ / ۱۷۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) = sin(2x) = sinu(x)

u(x) = 2x, u′(x) = 2

f ′(x) = u′(x) cosu(x)

f ′(x) = 2 cos(2x)

مثال:
f(x) = sin2(2x) = sin2 u(x)

u(x) = 2x, u′(x) = 2

f ′(x) = 2[u′(x) cosu(x)] sin2−1 u(x)

f ′(x) = 4 cos(2x) sin(2x) = 2 sin(4x)

مثال:

f(x) = cos(3x) = cosu(x)

u(x) = 3x, u′(x) = 3

f ′(x) = −u′(x) sinu(x)

f ′(x) = −3 sin(3x)

مثال:
f(x) = cos3(3x) = cos3 u(x)

u(x) = 3x, u′(x) = 3

f ′(x) = −3[u′(x) sinu(x)] cos3−1 u(x)

f ′(x) = −9 sin(3x) cos2(3x)

۲۸۲ / ۱۷۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) = tan(2x) = tanu(x)

u(x) = 2x, u′(x) = 2

f ′(x) = u′(x)(1 + tan2 u(x))

f ′(x) = 2(1 + tan2(2x))

مثال:

f(x) = cot(3x) = cotu(x)

u(x) = 3x, u′(x) = 3

f ′(x) = −u′(x)(1 + cot2 u(x))

f ′(x) = −3(1 + cot2(3x))

مثال:
f(x) = tan2(2x) = tan2 u(x)

u(x) = 2x, u′(x) = 2

f ′(x) = 2[u′(x)(1 + tan2 u(x))] tan2−1 u(x)

f ′(x) = 4(1 + tan2(2x)) tan(2x)

۲۸۲ / ۱۷۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) = cot3(3x) = cot3 u(x)

u(x) = 3x, u′(x) = 3

f ′(x) = 3[−u′(x)(1 + cot2 u(x))] cot3−1 u(x)

f ′(x) = −9(1 + cot2(3x)) cot2(3x)

مثال:
f(x) =

1

sin2 x

f ′(x) =
−2 sinx cosx

sin4 x

f ′(x) = −2 cosx

sin3 x

مثال:
f(x) =

1

cos2 x

f ′(x) =
2 sinx cosx

cos4 x

f ′(x) =
2 sinx

cos3 x

۲۸۲ / ۱۷۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = sin−1 x

f ′(x) = 1√
1−x2

f(x) = cos−1 x

f ′(x) = − 1√
1−x2

f(x) = sin−1 u(x)

f ′(x) = 1√
1−[u(x)]2

u′(x)

f(x) = cos−1 u(x)

f ′(x) = − 1√
1−[u(x)]2

u′(x)

مثال:
f(x) = sin−1(2x)

f ′(x) =
2√

1− 4x2

مثال:
f(x) = cos−1(3x)

f ′(x) = − 3√
1− 9x2

۲۸۲ / ۱۸۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = tan−1 x

f ′(x) = 1
1+x2

f(x) = cot−1 x

f ′(x) = − 1
1+x2

f(x) = tan−1 u(x)

f ′(x) = 1
1+[u(x)]2

u′(x)

f(x) = cot−1 u(x)

f ′(x) = − 1
1+[u(x)]2

u′(x)

مثال:
f(x) = tan−1(2x)

f ′(x) =
2

1 + 4x2

مثال:
f(x) = cot−1(3x)

f ′(x) = − 3

1 + 9x2

۲۸۲ / ۱۸۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = loge x = lnx

f ′(x) = 1
x

f(x) = loga x, a > 0, a ̸= 1

f(x) = loga e
loga x

loga e

f(x) = (loga e) loge x

f(x) = (loga e) lnx

f ′(x) = (loga e)
1
x

f(x) = loge u(x) = lnu(x)

f ′(x) = u′(x)
u(x)

f(x) = loga u(x), a > 0, a ̸= 1

f(x) = loga e
loga u(x)

loga e

f(x) = (loga e) loge u(x)

f(x) = (loga e) lnu(x)

f ′(x) = (loga e)
u′(x)
u(x)

۲۸۲ / ۱۸۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = ex

f ′(x) = ex

f(x) = ax

lnf(x) = lnax = x ln a

d

dx
ln f(x) =

d

dx
(x ln a)

f ′(x)

f(x)
= ln a

f ′(x) = f(x) ln a = ax ln a

f(x) = eu(x)

f ′(x) = u′(x)eu(x)

f(x) = au(x)

lnf(x) = lnau(x) = u(x) ln a

d

dx
ln f(x) =

d

dx
(u(x) ln a)

f ′(x)

f(x)
= u′(x) ln a

f ′(x) = f(x)u′(x) ln a = u′(x)au(x) ln a

۲۸۲ / ۱۸۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) = (2x+ 1)x

lnf(x) = ln(2x+ 1)x

ln f(x) = x ln(2x+ 1)

d

dx
ln f(x) =

d

dx
[x ln(2x+ 1)]

f ′(x)

f(x)
= ln(2x+ 1) +

2x

2x+ 1

f ′(x) = (2x+ 1)x ln(2x+ 1) +
2x(2x+ 1)x

2x+ 1

f ′(x) = (2x+ 1)x ln(2x+ 1) + 2x(2x+ 1)x−1

۲۸۲ / ۱۸۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع
مثال:

f(x) = logx(2x+ 1)

پایه تغییر

logx(2x+ 1) =
loge(2x+ 1)

loge x
=

ln(2x+ 1)

lnx

بنابراین

f(x) =
ln(2x+ 1)

lnx

f ′(x) =
1

[lnx]2
(2 lnx− ln(2x+ 1))

۲۸۲ / ۱۸۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

مثال:
f(x) = eix

u(x) = ix, u′(x) = i

f ′(x) = u′(x)eu(x)

f ′(x) = ieix

مثال:
f(x) =

1

2
(eix + e−ix) = cosx

f ′(x) =
1

2
(ieix − ie−ix)

f ′(x) = − 1

2i
(eix − e−ix) = − sinx

مثال:
f(x) = e−ix

u(x) = ix, u′(x) = −i

f ′(x) = u′(x)eu(x)

f ′(x) = −ie−ix

مثال:
f(x) =

1

2i
(eix − e−ix) = sinx

f ′(x) =
1

2i
(ieix + ie−ix)

f ′(x) =
1

2
(eix + e−ix) = cosx

۲۸۲ / ۱۸۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

مثال:
f(x) = ex

f ′(x) = ex

مثال:
f(x) =

1

2
(ex + e−x) = coshx

f ′(x) =
1

2
(ex − e−x) = sinhx

f(x) = coshx

f ′(x) = sinhx

مثال:
f(x) = e−x

f ′(x) = −e−x

مثال:
f(x) =

1

2
(ex − e−x) = sinhx

f ′(x) =
1

2
(ex + e−x) = coshx

f(x) = sinhx

f ′(x) = coshx

۲۸۲ / ۱۸۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

مثال:

f(x) =
sinhx

coshx
= tanhx

f ′(x) =
coshx coshx− sinhx sinhx

[coshx]2

f ′(x) =
cosh2 x− sinh2 x

cosh2 x

f ′(x) = 1− tanh2 x

f(x) = tanhx

f ′(x) = 1− tanh2 x

مثال:

f(x) =
coshx

sinhx
= cothx

f ′(x) =
sinhx sinhx− coshx coshx

[sinhx]2

f ′(x) =
sinh2 x− cosh2 x

sinh2 x

f ′(x) = 1− coth2 x

f(x) = cothx

f ′(x) = 1− coth2 x

۲۸۲ / ۱۸۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = sinhu(x)

f ′(x) = u′(x) coshu(x)

f(x) = coshu(x)

f ′(x) = u′(x) sinhu(x)

مثال:
f(x) = sinh2 x

f ′(x) = 2 coshx sinhx

f(x) = cosh3(2x)

f ′(x) = 6 sinh(2x) cosh2(2x)

f(x) = tanhu(x)

f ′(x) = u′(x)[1− tanh2 u(x)]

f(x) = cothu(x)

f ′(x) = u′(x)[1− coth2 u(x)]

مثال:
f(x) = tanh2 x

f ′(x) = 2(1− tanh2 x) tanhx

f(x) = coth3(2x)

f ′(x) = 6(1− coth2(2x)) coth2(2x)

۲۸۲ / ۱۸۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

f(x) = sinh−1 x

f ′(x) = 1√
x2+1

f(x) = cosh−1 x

f ′(x) = 1√
x2−1

f(x) = tanh−1 x

f ′(x) = 1
1−x2

f(x) = coth−1 x

f ′(x) = 1
1−x2

f(x) = sinh−1 u(x)

f ′(x) = 1√
[u(x)]2+1

u′(x)

f(x) = cosh−1 u(x)

f ′(x) = 1√
[u(x)]2−1

u′(x)

f(x) = tanh−1 u(x)

f ′(x) = 1
1−[u(x)]2

u′(x)

f(x) = coth−1 u(x)

f ′(x) = 1
1−[u(x)]2

u′(x)

۲۸۲ / ۱۹۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

توابع

مثال:
f(x) = x sinx

u(x) = x, u′(x) = 1

v(x) = sinx, v′(x) = cosx

f ′(x) = u′(x)v(x) + u(x)v′(x)

f ′(x) = sinx+ x cosx

f(x)مثال: = x2e−x

u(x) = x2, u′(x) = 2x

v(x) = e−x, v′(x) = −e−x

f ′(x) = 2xe−x − x2e−x

مثال:
f(x) = e−x cosx

u(x) = e−x, u′(x) = −e−x

v(x) = cosx, v′(x) = − sinx

f ′(x) = −e−x cosx− e−x sinx

f(x)مثال: = lnx sinx

u(x) = lnx, u′(x) =
1

x

v(x) = sinx, v′(x) = cosx

f ′(x) =
sinx

x
+ lnx cosx

۲۸۲ / ۱۹۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
اول مرتبه مشتق

دیفرانسیل
y = f(x)

dy

dx
= f ′(x)

dy = f ′(x)dx

مثال:

y = f(x) =
√

1 + x2

f ′(x) =
x√

1 + x2

dy =
x√

1 + x2
dx

مثال:
y = f(x) = e−x

f ′(x) = −e−x

dy = −e−xdx

۲۸۲ / ۱۹۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم مرتبه مشتق

(Infⅼeⅽtion Point) عطف نقطه
می شود. عوض تابع تقعر عطف نقطه در

x

y

5π
4

−π
4−3π

4

f(x) = 2 cosx−
√
2x

−π ≤ x ≤ 3π/2

اکسترمم: نقاط

f ′(x) = 0 : −2 sinx−
√
2 = 0

مینیمم: نقاط

x = −3π

4
,
5π

4

ماکزیمم: نقطه

x = −π
4

۲۸۲ / ۱۹۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم مرتبه مشتق

(Infⅼeⅽtion Point) عطف نقطه
می شود. عوض تابع تقعر عطف نقطه در

x

y

−π
2

π
2

f(x) = 2 cosx−
√
2x

−π ≤ x ≤ 3π/2

عطف: نقاط

f ′′(x) = 0 : cosx = 0

x = −π
2
,
π

2

۲۸۲ / ۱۹۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم مرتبه مشتق

(Infⅼeⅽtion Point) عطف نقطه
می شود. عوض تابع تقعر عطف نقطه در

x

y

π
2

−π
2

f(x) = 2 cosx−
√
2x

−π ≤ x ≤ 3π/2

عطف: نقاط

f ′′(x) = 0 : cosx = 0

x = −π
2
,
π

2

۲۸۲ / ۱۹۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم مرتبه مشتق

دوم مشتق از استفاده با تابع ماکزیمم و مینیمم تعیین

x0

f ′(x0) = 0, f ′′(x0) > 0

x0

f ′(x0) = 0, f ′′(x0) < 0

۲۸۲ / ۱۹۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
دوم مرتبه مشتق

دوم مشتق از استفاده با تابع ماکزیمم و مینیمم تعیین

x

y

5π
4

−π
4−3π

4

f(x) = 2 cosx−
√
2x

−π ≤ x ≤ 3π/2

مینیمم: نقاط

f ′′(x = −3π

4
) =

√
2

2
> 0

f ′′(x =
5π

4
) =

√
2

2
> 0

ماکزیمم: نقطه

f ′′(x = −π
4
) = −

√
2

2
< 0

۲۸۲ / ۱۹۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

a b x

y
f(x)

مساحت

۲۸۲ / ۱۹۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

b x

y

a = x1 x2 x3 x4 b

f(x)

∆x

S1 S2 S3 S4

∆x =
b− a

4

S1 = f(a)∆x

S2 = f(a+∆x)∆x

S3 = f(a+ 2∆x)∆x

S4 = f(a+ 3∆x)∆x

مساحت = S = S1 + S2 + S3 + S4

S =

4∑
i=1

Si

S =

4∑
i=1

f(a+ (i− 1)∆x)∆x

۲۸۲ / ۱۹۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

a x2 x3 x4 x5 x6 x7 x8 b x

y
f(x)

∆x

S1 S2 S3 S4 S5 S6 S7 S8

∆x =
b− a

8

S1 = f(a)∆x

S2 = f(a+∆x)∆x

...

S8 = f(a+ 7∆x)∆x

مساحت = S = S1 + S2 + · · ·+ S8

S =

8∑
i=1

Si

S =

8∑
i=1

f(a+ (i− 1)∆x)∆x

۲۸۲ / ۲۰۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

کلی بطور

∀n ∈ Z+ : ∆x =
b− a

n

S1 = f(x1)∆x = f(a)∆x

S2 = f(x2)∆x = f(a+∆x)∆x

...

Si = f(xi)∆x = f(a+ (i− 1)∆x)∆x

...

Sn = f(xn)∆x = f(a+ (n− 1)∆x)∆x

مساحت = S = S1 + S2 + · · ·+ Si + · · ·+ Sn =

n∑
i=1

Si =

n∑
i=1

f(xi)∆x

۲۸۲ / ۲۰۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

کلی بطور

∀n ∈ Z+ : ∆x =
b− a

n

S =

n∑
i=1

f(xi)∆x

انتگرال تعریف

lim
∆x→0

n∑
i=1

f(xi)∆x =

∫ b

a
f(x)dx

یا

lim
n→∞

n∑
i=1

f(xi)∆x =

∫ b

a
f(x)dx

۲۸۲ / ۲۰۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

∫ b

a
f(x)dx =

∫ انتگرالگیری بالای حد

انتگرالگیری پایین حد
انتگرالده dx

می نامند. انتگرالگیری علامت را
∫

◀

می نامند. انتگرالگیری پایین حد را a ◀

می نامند. انتگرالگیری بالای حد را b ◀

می نامند. انتگراگیری متغیر را x ◀

می نامند. انتگرالده را f(x) تابع ◀

۲۸۲ / ۲۰۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

معین انتگرال

dF

dx
= f(x), a ≤ x ≤ b

dF = f(x)dx∫
dF =

∫
f(x)dx

F (b)− F (a) =

∫ b

a
f(x)dx

اگر : F (b)− F (a) = −(F (a)− F (b))∫ b

a
f(x)dx = −

∫ a

b
f(x)dx

نامعین انتگرال

dF

dx
= f(x)

dF = f(x)dx∫
dF =

∫
f(x)dx

F (x) =

∫
f(x)dx+ C

دیگری فرم

F (x) =

∫ x

f(t)dt+ C

۲۸۲ / ۲۰۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

معین انتگرال
است، صفر برابر یکسان پایین و بالا حد با انتگرال ◀∫ a

a
f(x)dx = 0

می توان c ∈ (a, b) اگر ◀∫ b

a
f(x)dx =

∫ c

a
f(x)dx+

∫ b

c
f(x)dx

متوسط مقدار ◀

f̄ = ⟨f⟩ = 1

b− a

∫ b

a
f(x)dx

۲۸۲ / ۲۰۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

نامعین و معین انتگرال
است، ثابت یک k ◀∫ b

a
kf(x)dx = k

∫ b

a
f(x)dx∫

kf(x)dx = k

∫
f(x)dx

انتگرالده تفریق و جمع جداسازی خاصیت ◀

∫ b

a
(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫
g(x)dx

∫
(f(x)± g(x))dx =

∫ b

a
f(x)dx±

∫
g(x)dx

۲۸۲ / ۲۰۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

cdx = cx, c = ثابت

∫
xndx =

1

n+ 1
xn+1, n ̸= 1

∫مثال:
(x− 2)dx =

∫
xdx− 2

∫
dx =

1

2
x2 − 2x

∫مثال:
(x2 + 1)dx =

∫
x2dx+

∫
dx =

1

3
x3 + x

∫مثال:
(2x+ 1)2dx = 4

∫
x2dx+ 4

∫
xdx+

∫
dx =

4

3
x3 + 2x2 + x

۲۸۲ / ۲۰۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
(x+ 1)4dx, متغیر :تغییر x+ 1 = u, dx = du∫
(x+ 1)4dx =

∫
u4du =

1

5
u5 =

1

5
(x+ 1)5

∫مثال: √
xdx =

∫
x

1
2dx =

1

1 + 1
2

x1+
1
2 =

2

3
x

3
2 =

2

3

√
x3

∫مثال: √
2x+ 1dx, متغیر :تغییر 2x+ 1 = u, 2dx = du∫ √

2x+ 1dx =

∫
u

1
2
du

2
=

1

2

∫
u

1
2du =

1

2

2

3
u

3
2 =

1

3

√
(2x+ 1)3

۲۸۲ / ۲۰۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
dx√
2x+ 1

, متغیر :تغییر 2x+ 1 = u, 2dx = du∫
dx√
2x+ 1

=
1

2

∫
u−

1
2du =

1

2

1

1− 1
2

u1−
1
2 = (2x+ 1)

1
2 =

√
2x+ 1

∫مثال:
xdx√
x2 − 1

, متغیر :تغییر x2 − 1 = u, 2xdx = du∫
xdx√
x2 − 1

=
1

2

∫
u−

1
2du =

1

2

1

1− 1
2

u1−
1
2 = (x2 − 1)

1
2 =

√
x2 − 1

∫مثال:
(x3 + x)5(3x2 + 1)dx, متغیر :تغییر x3 + x = u, (3x2 + 1)dx = du∫

(x3 + x)5(3x2 + 1)dx =

∫
u5du =

1

6
u6 =

1

6
(x3 + x)6

۲۸۲ / ۲۰۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

dx

x
= lnx

∫مثال:
dx

2x− 1
, متغیر :تغییر 2x− 1 = u, 2dx = du∫

dx

2x− 1
=

1

2

∫
du

u
=

1

2
lnu =

1

2
ln(2x− 1)

∫مثال:
xdx

x2 + 1
, متغیر :تغییر x2 + 1 = u, 2xdx = du∫

xdx

x2 + 1
=

1

2

∫
du

u
=

1

2
lnu =

1

2
ln(x2 + 1)

۲۸۲ / ۲۱۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
dx

x2 − 5x+ 6
=

∫
dx

(x− 3)(x− 2)
=

∫ (
1

x− 3
− 1

x− 2

)
dx

=

∫
dx

x− 3
−

∫
dx

x− 2
= ln(x− 3)− ln(x− 2) = ln

(
x− 3

x− 2

)
∫مثال:

xdx

x+ 3
=

∫
x+ 3− 3

x+ 3
dx =

∫ (
1− 3

x+ 3

)
dx

=

∫
dx− 3

∫
dx

x+ 3
= x− 3 ln(x+ 3)

۲۸۲ / ۲۱۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
x2dx

x+ 3
=

∫
x2 − 9 + 9

x+ 3
dx =

∫ (
(x+ 3)(x− 3)

x+ 3
+

9

x+ 3

)
dx

=

∫
(x− 3)dx+ 9

∫
dx

x+ 3
=

1

2
x2 − 3x+ 9 ln(x+ 3)

∫مثال:
dx

x(x− 1)
=

∫ (
−1

x
+

1

x− 1

)
dx

= −
∫

dx

x
+

∫
dx

x− 1
= − lnx+ ln(x− 1) = ln

(
x− 1

x

)

۲۸۲ / ۲۱۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

dx

x2 − a2
=

∫
1

(x− a)(x+ a)
dx =

1

2a

∫ (
1

x− a
− 1

x+ a

)
dx∫

dx

x2 − a2
=

1

2a

∫
dx

x− a
− 1

2a

∫
dx

x+ a
=

1

2a
ln(x− a)− 1

2a
ln(x+ a)∫

dx

x2 − a2
=

1

2a
ln

(
x− a

x+ a

)
∫

dx

a2 − x2
=

∫
1

(a+ x)(a− x)
dx =

1

2a

∫ (
1

a+ x
+

1

a− x

)
dx∫

dx

a2 − x2
=

1

2a

∫
dx

a+ x
+

1

2a

∫
dx

a− x
=

1

2a
ln(a+ x)− 1

2a
ln(a− x)∫

dx

a2 − x2
=

1

2a
ln

(
a+ x

a− x

)
۲۸۲ / ۲۱۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

eaxdx =
1

a
eax

∫مثال:
xeaxdx

d(xeax) = eaxdx+ axeaxdx∫
d(xeax)−

∫
eaxdx = a

∫
xeaxdx∫

xeaxdx =
1

a

∫
d(xeax)− 1

a

∫
eaxdx∫

xeaxdx =
1

a
xeax − 1

a2
eax =

(
x

a
− 1

a2

)
eax

۲۸۲ / ۲۱۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
x2eaxdx

d(x2eax) = 2xeaxdx+ ax2eaxdx∫
d(x2eax)− 2

∫
xeaxdx = a

∫
x2eaxdx∫

x2eaxdx =
1

a

∫
d(x2eax)− 2

a

∫
xeaxdx

قبل مثال :
∫
xeaxdx =

(
x

a
− 1

a2

)
eax∫

x2eaxdx =
1

a
x2eax − 2

a

(
x

a
− 1

a2

)
eax =

(
x2

a
− 2x

a2
+

2

a3

)
eax

۲۸۲ / ۲۱۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

مشتق انتگرال

x eax

1 1
ae

ax

0 1
a2
eax

مشتق انتگرال

x eax

1 1
ae

ax

0 1
a2
eax

+

−

∫
xeaxdx

جدول روش

∫
xeaxdx =

(
+
x

a
eax

)
+

(
− 1

a2
eax

)

∫
xeaxdx =

(
x

a
− 1

a2

)
eax

۲۸۲ / ۲۱۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
انتگرال

مشتق انتگرال

x2 eax

2x 1
ae

ax

2 1
a2
eax

0 1
a3
eax

مشتق انتگرال

x2 eax

2x 1
ae

ax

2 1
a2
eax

0 1
a3
eax

+

−

+

∫
x2eaxdx

جدول ∫روش
x2eaxdx =

(
+
x2

a
eax

)
+

(
−2x

a2
eax

)
+

(
+

2

a3
eax

)

∫
xeaxdx =

(
x2

a
− 2x

a2
+

2

a3

)
eax

۲۸۲ / ۲۱۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
axdx, متغیر :تغییر ax = u⇒ x ln a = lnu, (ln a)dx =

du

u∫
axdx =

1

ln a

∫
u
du

u
=

1

ln a
u =

ax

ln a∫
axdx =

ax

ln a
, a > 0, a ̸= 1

∫مثال:
lnxdx, متغیر :تغییر lnx = u⇒ x = eu, dx = eudu∫

lnxdx =

∫
ueudu = (u− 1) eu = (lnx− 1)elnx = x(lnx− 1)

۲۸۲ / ۲۱۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
lnx

x
dx, متغیر :تغییر lnx = u⇒ x = eu, dx = eudu

∫
lnx

x
dx =

∫
u

eu
eudu =

∫
udu =

1

2
u2 =

1

2
(lnx)2

∫مثال:
x lnxdx, متغیر :تغییر lnx = u⇒ x = eu, dx = eudu∫

x lnxdx =

∫
ue2udu =

(
u

2
− 1

4

)
e2u

=

(
1

2
lnx− 1

4

)
e2 lnx = x2

(
1

2
lnx− 1

4

)
۲۸۲ / ۲۱۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
xaxdx, متغیر :تغییر ax = eu ⇒ x ln a = eudu, dx =

1

ln a
eudu

∫
xaxdx =

1

(ln a)2

∫
ueudu =

1

(ln a)2
(u− 1)eu =

1

(ln a)2
(x ln a− 1)ax

جدول روش

مشتق انتگرال

x ax

1 1
ln aa

x

0
1

(ln a)2
ax

+

−

∫
xaxdx =

(
+

x

ln a
ax

)
+

(
− 1

(ln a)2
ax

)
∫
xaxdx =

1

(ln a)2
(x ln a− 1)ax

۲۸۲ / ۲۲۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

sin ax =
eiax − e−iax

2i∫
sin axdx =

1

2i

(∫
eiaxdx−

∫
e−iaxdx

)
=

1

2i

(
1

ia
eiax +

1

ia
e−iax

)
∫

sin axdx = −1

a
cos ax

cos ax =
eiax + e−iax

2∫
cos axdx =

1

2

(∫
eiaxdx+

∫
e−iaxdx

)
=

1

2

(
1

ia
eiax − 1

ia
e−iax

)
∫

cos axdx =
1

a
sin ax

۲۸۲ / ۲۲۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

tan ax =
sin ax

cos ax∫
tan axdx =

∫
sin ax

cos ax
dx = −1

a

∫
(−a sin ax)

cos ax
dx = −1

a
ln cos ax

∫
tan axdx = −1

a
ln cos ax

cot ax =
cos ax

sin ax∫
cot axdx =

∫
cos ax

sin ax
dx =

1

a

∫
a cos ax

sin ax
dx =

1

a
ln sin ax

∫
cot axdx =

1

a
ln sin ax

۲۸۲ / ۲۲۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

sinh ax =
eax − e−ax

2∫
sinh axdx =

1

2

(∫
eaxdx−

∫
e−axdx

)
=

1

2

(
1

a
eax +

1

a
e−ax

)
∫

sinh axdx =
1

a
cosh ax

cosh ax =
eax + e−ax

2∫
cosh axdx =

1

2

(∫
eaxdx+

∫
e−axdx

)
=

1

2

(
1

a
eax − 1

a
e−ax

)
∫

cosh axdx =
1

a
sinh ax

۲۸۲ / ۲۲۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

tanh ax =
sinh ax

cosh ax∫
tanh axdx =

∫
sinh ax

cosh ax
dx =

1

a

∫
(a sinh ax)

cosh ax
dx =

1

a
ln cosh ax

∫
tanh axdx =

1

a
ln cosh ax

coth ax =
cosh ax

sinh ax∫
coth axdx =

∫
cosh ax

sinh ax
dx =

1

a

∫
a cosh ax

sinh ax
dx =

1

a
ln sinh ax

∫
coth axdx =

1

a
ln sinh ax

۲۸۲ / ۲۲۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
sinx cosxdx, cosx = u, − sinxdx = du∫

sinx cosxdx = −
∫
udu = −1

2
u2 = −1

2
cos2 x

∫مثال:
sinx cosxdx, sinx = u, cosxdx = du∫
sinx cosxdx =

∫
udu =

1

2
u2 =

1

2
sin2 x

∫مثال:
sinx cosxdx =

1

2

∫
sin 2xdx = −1

4
cos 2x = −1

2
cos2 x+

1

4
= −1

4
+
1

2
sin2 x

۲۸۲ / ۲۲۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
sin2 xdx, cos 2x = 1− 2 sin2 x, sin2 x =

1− cos 2x

2∫
sin2 xdx =

1

2

∫
(1− cos 2x)dx =

1

2

[
x− 1

2
sin 2x

]
∫مثال:

cos2 xdx, cos 2x = 2 cos2 x− 1, cos2 x =
1 + cos 2x

2∫
cos2 xdx =

1

2

∫
(1 + cos 2x)dx =

1

2

[
x+

1

2
sin 2x

]

۲۸۲ / ۲۲۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
sin3 xdx, sin3 x = sinx sin2 x = sinx(1−cos2 x) = sinx−sinx cos2 x

∫
sin3 xdx =

∫
(sinx− sinx cos2 x)dx = − cosx+

1

3
cos3 x

∫مثال:
cos3 xdx, cos3 x = cosx cos2 x = cosx(1−sin2 x) = cosx−cosx sin2 x

∫
cos3 xdx =

∫
(cosx− cosx sin2 x)dx = sinx− 1

3
sin3 x

۲۸۲ / ۲۲۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:

مشتق انتگرال

x sinx

1 − cosx

0 − sinx

+

−

∫
x sinxdx = (−x cosx)

− (− sinx)∫
x sinxdx = −x cosx+ sinx

مثال:
مشتق انتگرال

x2 cosx

2x sinx

2 − cosx

0 − sinx

+

−

+

∫
x2 cosxdx =

(
x2 sinx

)
− (−2x cosx)

+ (−2 sinx)∫
x2 cosxdx = x2 sinx+ 2x cosx− 2 sinx

۲۸۲ / ۲۲۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

dx√
a2 − x2

, متغیر :تغییر x = a sinu⇒ dx = a cosudu∫
dx√
a2 − x2

=

∫
a cosudu

a cosu
=

∫
du = u = sin−1

(x
a

)
∫

dx√
a2 − x2

= sin−1
(x
a

)
∫

dx

a2 + x2
, متغیر :تغییر x = a tanu⇒ dx = a(1 + tan2 u)du

∫
dx

a2 + x2
=

∫
a(1 + tan2 u)du

a2(1 + tan2 u)
=

1

a

∫
du =

1

a
u =

1

a
tan−1

(x
a

)
∫

dx

a2 + x2
=

1

a
tan−1

(x
a

)
۲۸۲ / ۲۲۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

dx√
a2 + x2

, متغیر :تغییر x = a sinhu⇒ dx = a coshudu∫
dx√
a2 + x2

=

∫
a coshudu

a coshu
=

∫
du = u = sinh−1

(x
a

)
∫

dx√
a2 + x2

= sinh−1
(x
a

)
∫

dx

a2 − x2
, متغیر :تغییر x = a tanhu⇒ dx = a(1− tanh2 u)du

∫
dx

a2 − x2
=

∫
a(1− tanh2 u)du

a2(1− tanh2 u)
=

1

a

∫
du =

1

a
u =

1

a
tanh−1

(x
a

)
∫

dx

a2 − x2
=

1

a
tanh−1

(x
a

)
=

1

2a
ln

(
a+ x

a− x

)
, x2 < a2

۲۸۲ / ۲۳۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع ∫انتگرال

dx

x2 − a2
, متغیر :تغییر x = a cothu⇒ dx = a(1− cothu)du

∫
dx

x2 − a2
=

∫
a(1− coth2 u)du

a2(coth2 u− 1)
= −1

a

∫
du = −1

a
u = −1

a
coth−1

(x
a

)
∫

dx

x2 − a2
= −1

a
coth−1

(x
a

)
=

1

2a
ln

(
x− a

x+ a

)
, x2 > a2

۲۸۲ / ۲۳۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
dx

cosx
=

∫
1

cosx

1
cosx + tanx
1

cosx + tanx
dx =

∫ 1+sinx
cos2 x
1+sinx
cosx

dx

1 + sinx

cosx
= u⇒ 1 + sinx

cos2 x
dx = du

∫
dx

cosx
=

∫ 1+sinx
cos2 x
1+sinx
cosx

dx =

∫
du

u
= lnu = ln

(
1

cosx
+ tanx

)
∫

dx

cosx
= ln

(
1

cosx
+ tanx

)
= ln (secx+ tanx)

۲۸۲ / ۲۳۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
dx

sinx
=

∫
1

sinx

1
sinx − cotx
1

sinx − cotx
dx =

∫ 1−cosx
sin2 x
1−cosx
sinx

dx

1− cosx

sinx
= u⇒ 1− cosx

sin2 x
dx = du

∫
dx

sinx
=

∫ 1−cosx
sin2 x
1−cosx
sinx

dx =

∫
du

u
= lnu = ln

(
1

sinx
− cotx

)
∫

dx

sinx
= ln

(
1

sinx
− cotx

)
= ln (cscx− cotx)

۲۸۲ / ۲۳۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫مثال:
eαx cosβxdx

اولر فرمول از استفاده با
eiβx = cosβx+ i sinβx

توان می

R
[∫

eαxeiβxdx

]
=

∫
eαx cosβxdx

I
[∫

eαxeiβxdx

]
=

∫
eαx sinβxdx

می دهیم قرار کار دستور در را زیر انتگرال بررسی شرایط این ∫با
eαxeiβxdx =

∫
e(α+iβ)xdx =

1

α+ iβ
e(α+iβ)x

۲۸۲ / ۲۳۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫ادامه
eαxeiβxdx =

1

α+ iβ
e(α+iβ)x

1

α+ iβ
e(α+iβ)x =

1

α+ iβ
eαxeiβx =

1

α+ iβ
eαx[cosβx+ i sinβx]

1

α+ iβ
e(α+iβ)x =

α− iβ

(α+ iβ)(α− iβ)
eαx[cosβx+ i sinβx]

1

α+ iβ
e(α+iβ)x =

eαx

(α2 + β2)
[(α− iβ)(cosβx+ i sinβx)]

1

α+ iβ
e(α+iβ)x =

eαx

(α2 + β2)
(α cosβx+ β sinβx)

+ i
eαx

(α2 + β2)
(−β cosβx+ α sinβx)

۲۸۲ / ۲۳۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫ادامه
eαxeiβxdx =

1

α+ iβ
e(α+iβ)x

1

α+ iβ
e(α+iβ)x =

eαx

(α2 + β2)
(α cosβx+ β sinβx)

+ i
eαx

(α2 + β2)
(−β cosβx+ α sinβx)

R
[∫

eαxeiβxdx

]
=

∫
eαx cosβxdx =

eαx

(α2 + β2)
(α cosβx+ β sinβx)

I
[∫

eαxeiβxdx

]
=

∫
eαx sinβxdx =

eαx

(α2 + β2)
(−β cosβx+ α sinβx)

۲۸۲ / ۲۳۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

∫ادامه
eαx cosβxdx =

eαx

(α2 + β2)
(α cosβx+ β sinβx)

=
eαx√
α2 + β2

[
α√

α2 + β2
cosβx+

β√
α2 + β2

sinβx

]
اگر

cosϕ =
α√

α2 + β2
, sinϕ =

β√
α2 + β2∫

eαx cosβxdx =
eαx√
α2 + β2

[
α√

α2 + β2
cosβx+

β√
α2 + β2

sinβx

]

=
eαx√
α2 + β2

(cosϕ cosβx+ sinϕ sinβx)

۲۸۲ / ۲۳۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

ادامه

∫
eαx cosβxdx =

eαx√
α2 + β2

(cosϕ cosβx+ sinϕ sinβx)

اگر
cosϕ =

α√
α2 + β2

, sinϕ =
β√

α2 + β2∫
eαx cosβxdx =

1√
α2 + β2

eαx cos(βx− ϕ)

tanϕ =
β

α
⇒ ϕ = tan−1

(
β

α

)

۲۸۲ / ۲۳۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

ادامه

∫
eαx sinβxdx =

eαx

(α2 + β2)
(−β cosβx+ α sinβx)

=
eαx√
α2 + β2

(− β√
α2 + β2

cosβx+
α√

α2 + β2
sinβx)

اگر
cosϕ =

α√
α2 + β2

, sinϕ =
β√

α2 + β2∫
eαx sinβxdx =

eαx√
α2 + β2

(− β√
α2 + β2

cosβx+
α√

α2 + β2
sinβx)

=
eαx√
α2 + β2

(− sinϕ cosβx+ cosϕ sinβx)

۲۸۲ / ۲۳۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

ادامه

∫
eαx sinβxdx =

eαx√
α2 + β2

(− sinϕ cosβx+ cosϕ sinβx)

اگر
cosϕ =

α√
α2 + β2

, sinϕ =
β√

α2 + β2∫
eαx sinβxdx =

1√
α2 + β2

eαx sin(βx− ϕ)

tanϕ =
β

α
⇒ ϕ = tan−1

(
β

α

)

۲۸۲ / ۲۴۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
sinmx sinnxdx

m ̸= n اگر
cos(α− β) = cosα cosβ + sinβ sinα

cos(α+ β) = cosα cosβ − sinβ sinα

داریم بالا عبارتهای تساوی طرف دو تفریق از

1

2
(cos(α− β)− cos(α+ β)) = sinα sinβ

ترتیب ∫بدین 2π

0
sinmx sinnxdx =

1

2

∫ 2π

0
cos(m− n)xdx− 1

2

∫ 2π

0
cos(m+ n)xdx

∫ 2π

0
sinmx sinnxdx =

1

2

[
sin(m− n)x

m− n

]2π
0

− 1

2

[
sin(m+ n)x

m+ n

]2π
0

= 0

۲۸۲ / ۲۴۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
sinmx sinnxdx

m = n ∫اگر 2π

0
sin2mxdx =

1

2

∫ 2π

0
(1− cos 2mx)dx =

1

2

[
x− 1

2m
sin 2mx

]2π
0∫ 2π

0
sin2mxdx =

1

2

[
x− 1

2m
sin 2mx

]2π
0

= π

∫ 2π

0
sinmx sinnxdx = πδmn =

{
π m = n

0 m ̸= n

۲۸۲ / ۲۴۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
cosmx cosnxdx

m ̸= n اگر
cos(α+ β) = cosα cosβ − sinβ sinα

cos(α− β) = cosα cosβ + sinβ sinα

داریم بالا عبارتهای تساوی طرف دو جمع از

1

2
(cos(α+ β) + cos(α− β)) = cosα cosβ

ترتیب ∫بدین 2π

0
cosmx cosnxdx =

1

2

∫ 2π

0
cos(m+ n)xdx+

1

2

∫ 2π

0
cos(m− n)xdx

∫ 2π

0
cosmx cosnxdx =

1

2

[
sin(m+ n)x

m+ n

]2π
0

+
1

2

[
sin(m− n)x

m− n

]2π
0

= 0

۲۸۲ / ۲۴۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
cosmx cosnxdx

m = n ∫اگر 2π

0
cos2mxdx =

1

2

∫ 2π

0
(1 + cos 2mx)dx =

1

2

[
x+

1

2m
sin 2mx

]2π
0∫ 2π

0
cos2mxdx =

1

2

[
x+

1

2m
sin 2mx

]2π
0

= π

∫ 2π

0
cosmx cosnxdx = πδmn =

{
π m = n

0 m ̸= n

۲۸۲ / ۲۴۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
sinmx cosnxdx

m ̸= n اگر
sin(α+ β) = sinα cosβ + sinβ cosα

sin(α− β) = sinα cosβ − sinβ cosα

داریم بالا عبارتهای تساوی طرف دو جمع از

1

2
(sin(α+ β) + sin(α− β)) = sinα cosβ

ترتیب ∫بدین 2π

0
sinmx cosnxdx =

1

2

∫ 2π

0
sin(m+ n)xdx+

1

2

∫ 2π

0
sin(m− n)xdx

∫ 2π

0
cosmx cosnxdx =

1

2

[
−cos(m+ n)x

m+ n

]2π
0

+
1

2

[
−cos(m− n)x

m− n

]2π
0

= 0

۲۸۲ / ۲۴۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
توابع انتگرال

مثال:
∫ 2π

0
sinmx cosnxdx

m = n ∫اگر 2π

0
cosmx sinmxdx =

1

2

∫ 2π

0
sin 2mxdx =

1

2

[
− 1

2m
cos 2mx

]2π
0

= 0

∫ 2π

0
sinmx cosnxdx = 0 =

{
0 m = n

0 m ̸= n

۲۸۲ / ۲۴۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) = f(x0) +
f (1)(x0)

1!
(x− x0) +

f (2)(x0)

2!
(x− x0)

2

+ · · ·+ f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k + · · ·

f (k)(x0) =

(
dkf(x)

dxk

)
x0

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k

۲۸۲ / ۲۴۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, f (k)(x0) =

(
dkf(x)

dxk

)
x0

مثال:
f(x) =

√
x, x0 = 2

f (0)(2) =
√
2, f (1)(2) =

1

2
√
2
, f (2)(2) = − 1

8
√
2
, f (3)(2) = +

3

32
√
2
, · · ·

f(x) =
√
2 +

1

2
√
2
(x− 2)− 1

16
√
2
(x− 2)2 +

1

64
√
2
(x− 2)3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۴۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) =
√
2 +

1

2
√
2
(x− 2)− 1

16
√
2
(x− 2)2

x

y √
x

f(x)

x0 = 2

۲۸۲ / ۲۴۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) =
√
2 +

1

2
√
2
(x− 2)− 1

16
√
2
(x− 2)2 +

1

64
√
2
(x− 2)3 + · · ·

x

y

√
x

f(x)

x0 = 2

۲۸۲ / ۲۵۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, f (k)(x0) =

(
dkf(x)

dxk

)
x0

مثال:
f(x) = sinx, x0 = π/2

f (0)(π/2) = 1, f (1)(π/2) = 0, f (2)(π/2) = −1, f (3)(π/2) = 0, · · ·

f(x) = 1− 1

6
(x− π/2)2 +

1

120
(x− π/2)4 + · · ·

۲۸۲ / ۲۵۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) = 1− 1

6
(x− π/2)2

x

y

sinx

f(x)

x0 = π/2
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) = 1− 1

6
(x− π/2)2 +

1

120
(x− π/2)4 + · · ·

x

y

sinx

f(x)

x0 = π/2
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(x0)

k!
(x− x0)

k, f (k)(x0) =

(
dkf(x)

dxk

)
x0

لنارد−جونز): مثال(پتانسیل

f(x) =
1

x12
− 1

x6
, x0 =

6
√
2

f (1)(x0) = 0 ⇒ − 12

x130
+

6

x70
= 0 ⇒ x0 =

6
√
2

f (0)(
6
√
2) =

1
6
√
212

− 1
6
√
26
, f (1)(

6
√
2) = − 12

6
√
213

+
6

6
√
27

f (2)(
6
√
2) =

12× 13
6
√
214

− 6× 7
6
√
28
, f (3)(

6
√
2) =

12× 13× 14
6
√
215

− 6× 7× 8
6
√
29

۲۸۲ / ۲۵۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) = f(
6
√
2) +

f (1)( 6
√
2)

1!
(x− 6

√
2) +

f (2)( 6
√
2)

2!
(x− 6

√
2)2

x

y

1
x12 − 1

x6f(x)
6
√
2
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Taylor Expansion) تیلور بسط

f(x) = f(
6
√
2)+

f (1)( 6
√
2)

1!
(x− 6

√
2)+

f (2)( 6
√
2)

2!
(x− 6

√
2)2+

f (3)( 6
√
2)

3!
(x− 6

√
2)3

x

y

1
x12 − 1

x6

f(x)

6
√
2
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2

+ · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

f (k)(0) =

(
dkf(x)

dxk

)
x=0

f(x) =

∞∑
k=0

f (k)(0)

k!
xk
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Binomial Series) دوجمله ای سریهای

(1 + x)m =

∞∑
0

(
m

k

)
xk

(
m

k

)
=
m(m− 1) · · · (m− k + 1)

k!

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۵۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Binomial Series) دوجمله ای سریهای

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·

مثال:
(1 + x)

1
2 = 1 +

1

2
x− 1

8
x2 +

1

16
x3 + · · · , −1 < x < 1

(1 + x)−
1
2 = 1− 1

2
x+

3

8
x2 − 5

16
x3 + · · · , −1 < x < 1
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Binomial Series) دوجمله ای سریهای

(1 + x)m = 1 +mx+
m(m− 1)

2!
x2 +

m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·

مثال:
(1 + x)

3
2 = 1 +

3

2
x+

3

8
x2 − 1

16
x3 + · · · , −1 < x < 1

(1 + x)−
3
2 = 1− 3

2
x+

15

8
x2 − 35

16
x3 + · · · , −1 < x < 1
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Binomial Series) دوجمله ای سریهای

(1−x)m = 1−mx+
m(m− 1)

2!
x2−m(m− 1)(m− 2)

3!
x3 + · · ·

مثال:
(1− x)

1
2 = 1− 1

2
x− 1

8
x2 − 1

16
x3 + · · · , 0 < x < 1

(1− x)−
1
2 = 1 +

1

2
x+

3

8
x2 +

5

16
x3 + · · · , 0 < x < 1
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

f(x) =
1

1− x
, |x| < 1

f (1)(x) =
1

(1− x)2
, f (1)(0) = 1

f (2)(x) =
1× 2

(1− x)3
, f (2)(0) = 2!

f (3)(x) =
1× 2× 3

(1− x)4
=

3!

(1− x)4
, f (3)(0) = 3!

...
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

...

f (k)(x) =
k!

(1− x)k+1
, f (k)(0) = k!

...

1

1− x
= 1+x+x2+ · · ·+xk+ · · · ⇒ 1

1− x
=

∞∑
k=0

xk = 1 + x+ x2 + · · ·

۲۸۲ / ۲۶۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk, |x| < 1

x→ −x :
1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−x)k =

∞∑
k=0

(−1)kxk

1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk = 1− x+ x2 + · · ·, |x| < 1

۲۸۲ / ۲۶۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

1

1− x
=

∞∑
k=0

xk,
1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk, |x| < 1

f(x) =
1

1− x2
, |x| < 1

1

1− x2
=

1

2

(
1

1− x
+

1

1 + x

)
=

1

2

∞∑
k=0

[(−1)k + 1]xk
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای
1

1− x2
=

1

2

∞∑
k=0

[(−1)k + 1]xk

k = فرد : 1 + (−1)k = 0, k = زوج : 1 + (−1)k = 2 ⇒ k → 2k

1

1− x2
=

1

2

∞∑
k=0

[(−1)k + 1]xk =

∞∑
k=0

x2k

1

1− x2
=

∞∑
k=0

x2k = 1 + x2 + x4 + · · ·, |x| < 1
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

f(x) =
1

(1− x)2
=

∞∑
k=1

kxk, |x| < 1

گیریم می مشتق x به نسبت هندسی سری طرفین از

d

dx

1

1− x
=

d

dx

∞∑
k=0

xk ⇒ 1

(1− x)2
=

∞∑
k=0

kxk−1

1

(1− x)2
=

∞∑
k=1

kxk−1 = 1 + 2x+ 3x2 + · · ·, |x| < 1
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

f(x) =
1

(1 + x)2
=

∞∑
k=1

kxk, |x| < 1

گیریم می مشتق x به نسبت هندسی سری طرفین از

d

dx

1

1 + x
=

d

dx

∞∑
k=0

(−1)kxk ⇒ − 1

(1 + x)2
=

∞∑
k=0

(−1)kkxk−1

1

(1 + x)2
=

∞∑
k=1

(−1)k+1kxk−1 = 1− 2x+ 3x2 + · · ·, |x| < 1

۲۸۲ / ۲۶۸ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای
1

1− x
=

∞∑
k=0

xk, |x| < 1

f(x) = ln(1− x), |x| < 1

ln(1− x) = −
∫

dx

1− x
= −

∫ ∞∑
k=0

xkdx = −
∞∑
k=0

∫
xkdx = −

∞∑
k=0

xk+1

k + 1

ln(1− x) = −
∞∑
k=0

xk+1

k + 1
= −x− 1

2
x2 + · · ·, |x| < 1

۲۸۲ / ۲۶۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای
1

1 + x
=

∞∑
k=0

(−1)kxk, |x| < 1

f(x) = ln(1 + x), |x| < 1

ln(1+x) =

∫
dx

1 + x
=

∫ ∞∑
k=0

(−1)kxkdx =

∞∑
k=0

(−1)k
∫
xkdx =

∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
xk+1

ln(1 + x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
xk+1 = x− 1

2
x2 + · · ·, |x| < 1

۲۸۲ / ۲۷۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

(Geometric Series) هندسی سریهای

ln(1− x) =

∞∑
k=0

1

k + 1
xk+1, ln(1 + x) =

∞∑
k=0

(−1)k

k + 1
xk+1

1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
=

1

2
(ln(1 + x)− ln(1− x)) =

1

2

∞∑
k=0

[(−1)k + 1]

k + 1
xk+1

k = فرد : 1 + (−1)k = 0, k = زوج : 1 + (−1)k = 2 ⇒ k → 2k

1

2
ln

(
1 + x

1− x

)
=

∞∑
k=0

1

2k + 1
x2k+1 = x+

1

3
x3 + · · ·, |x| < 1

۲۸۲ / ۲۷۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

نمایی تابع
f(x) = eαx, −∞ < x <∞

f (1)(x) = αeαx

f (2)(x) = α2eαx

...
f (k)(x) = αkeαx

...

eαx = 1 + αx+
1

2!
α2x2 + · · ·+ 1

k!
αkxk + · · · ⇒ eαx =

∞∑
k=0

1

k!
αkxk

۲۸۲ / ۲۷۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

نمایی تابع

eαx =

∞∑
k=0

1

k!
αkxk = 1 + αx+

1

2
α2x2 + · · ·

x→ −x : e−αx =

∞∑
k=0

1

k!
αk(−x)k

e−αx =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
αkxk = 1− αx+

1

2
α2x2 + · · ·

۲۸۲ / ۲۷۳ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

هیپربولیکی توابع

eαx =

∞∑
k=0

1

k!
αkxk, e−αx =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
αkxk

coshαx =
1

2
(eαx + e−αx) =

1

2

∞∑
k=0

[1 + (−1)k]

k!
αkxk

k = فرد : 1 + (−1)k = 0, k = زوج : 1 + (−1)k = 2 ⇒ k → 2k

coshαx =

∞∑
k=0

α2k

(2k)!
x2k = 1 +

1

2
α2x2 + · · ·

۲۸۲ / ۲۷۴ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

هیپربولیکی توابع

eαx =

∞∑
k=0

1

k!
αkxk, e−αx =

∞∑
k=0

(−1)k

k!
αkxk

sinhαx =
1

2
(eαx − e−αx) =

1

2

∞∑
k=0

[1− (−1)k]

k!
αkxk

k = فرد : 1− (−1)k = 2, k = زوج : 1− (−1)k = 0 ⇒ k → 2k + 1

sinhαx =

∞∑
k=0

α2k+1

(2k + 1)!
x2k+1 = x+

1

6
α3x3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۷۵ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع
f(x) = tanhαx

f (1)(x) = α(1− tanh2 αx), f (1)(0) = α

f (2)(x) = 2α2 tanhαx(1− tanh2 αx), f (1)(0) = 0

f (3)(x) = 2α3(1− tanh2 αx)(−1 + 3 tanh2 αx), f (1)(0) = −2α3

...

tanhαx = αx− 1

3
α3x3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۷۶ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع

eαx =

∞∑
k=0

1

k!
αkxk

x→ ix : eiαx =

∞∑
k=0

ik

k!
αkxk

x→ −ix : e−iαx =

∞∑
k=0

(−1)kik

k!
αkxk

۲۸۲ / ۲۷۷ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع

eiαx =

∞∑
k=0

ik

k!
αkxk, e−iαx =

∞∑
k=0

(−1)kik

k!
αkxk

cosαx =
1

2
(eαx + e−iαx) =

1

2

∞∑
k=0

ik[1 + (−1)k]

k!
αkxk

k = فرد : 1 + (−1)k = 0, k = زوج : 1 + (−1)k = 2 ⇒ k → 2k

cosαx =

∞∑
k=0

i2kα2k

(2k)!
x2k
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع

cosαx =

∞∑
k=0

i2kα2k

(2k)!
x2k, i2k = (−1)k

cosαx =

∞∑
k=0

(−1)kα2k

(2k)!
x2k = 1− 1

2
α2x2 + · · ·

۲۸۲ / ۲۷۹ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع

eiαx =

∞∑
k=0

ik

k!
αkxk, e−iαx =

∞∑
k=0

(−1)kik

k!
αkxk

sinαx =
1

2i
(eαx − e−iαx) =

1

2

∞∑
k=0

ik[1 + (−1)k]

k!
αkxk

k = فرد : 1− (−1)k = 2, k = زوج : 1− (−1)k = 0 ⇒ k → 2k + 1

sinαx =
1

i

∞∑
k=0

i2k+1α2k+1

(2k + 1)!
x2k+1

۲۸۲ / ۲۸۰ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع

sinαx =
1

i

∞∑
k=0

i2k+1α2k+1

(2k + 1)!
x2k+1, i2k+1 = i(−1)k

sinαx =

∞∑
k=0

(−1)kα2k+1

(2k + 1)!
x2k+1 = x− 1

6
α3x3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۸۱ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم
(Maclaurin Expansion) مکلورن بسط

می نامند. مکلورن بسط را (x0 = 0) صفر نقطه حول تیلور بسط

f(x) = f(0) +
f (1)(0)

1!
x+

f (2)(0)

2!
x2 + · · ·+ f (k)(0)

k!
xk + · · ·

مثلثاتی توابع
f(x) = tanαx, |x| < π/2α

f (1)(x) = α(1 + tan2 αx), f (1)(0) = α

f (2)(x) = 2α2 tanαx(1 + tan2 αx), f (1)(0) = 0

f (3)(x) = 2α3(1 + tan2 αx)(1 + 3 tan2 αx), f (1)(0) = 2α3

...

tanαx = αx+
1

3
α3x3 + · · ·

۲۸۲ / ۲۸۲ ۱۴۰۰ بهمن فیزیک در ریاضی متداول و اولیه مفاهیم قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


