
۱ فصل

مفید ریاضیات

فاکتوریل انتگرال ۱ .۱

است، ͷترمودینامی مسائل در انتگرالها مفیدترین از ͬͺی

n! =

∫ ∞

۰
xne−x dx

استقرا روش از آن درستͬ بررسͬ برای ادامه در داشت. نگه خاطر در آنرا است بهتر بودن کاربرد پر بخاطر که
ͬ شود م داده زیر بصورت n = ۰ برای بالا عبارت (۱) کرد. خواهیم استفاده

۰! =

∫ ∞

۰
e−x dx

با است برابر بالا انتگرال که داد نشان ͬ توان ∫م ∞

۰
x−x dx = −

[
e−x

]∞
۰

= ۱

یعنͬ باشد، برقرار فاکتوریل انتگرال n = k برای کنیم فرض اگر (۲) است. ۰! = ۱ که ͬ دانیم م همچنین

k! =

∫ ∞

۰
xke−x dx

یعنͬ کنیم، بررسͬ n = k + ۱ برای آنرا درستͬ داریم قصد

(k + ۱)! =

∫ ∞

۰
xk+۱e−x dx·

باشیم داشته را پایین عبارت اگر
d

dx

(
xk+۱e−x

)
= (k + ۱)xke−x − xk+۱e−x

داریم، ∞ تا ۰ فاصله در بالا رابطه از انتگرالͽیری ∫با ∞

۰

d

dx

(
xk+۱e−x

)
dx = (k + ۱)

∫ ∞

۰
xke−x dx−

∫ ∞

۰
xk+۱e−x dx

یعنͬ است. k! برابر هم راست سمت اول انتگرال و است صفر برابر بالا عبارت چپ سمت

۰ = (k + ۱)k!−
∫ ∞

۰
xk+۱e−x dx ⇒ (k + ۱)! =

∫ ∞

۰
xk+۱e−x dx·

۱



مفید ریاضیات .۱ فصل ۲

گاما تابع ۲ .۱

Γ(n) =

∫ ∞

۰
xn−۱e−x dx

ͬ کنند، م استفاده z از n بجای مراجع بیشتر در منظور این برای باشد. هم صحیح غیره اعداد میتواند n آن در که

Γ(z) =

∫ ∞

۰
xz−۱e−x dx

آوریم، بدست را Γ
(

۳
۲

) مقدار داریم خیال تمرین برای اینجا است. برقرار Γ(z + ۱) = zΓ(z) رابطه آن در که

Γ

(
۳

۲

)
=

∫ ∞

۰
x

۱
۲ e−x dx

ͬ کنیم م اعمال انتگرال به را √
x = t ⇒ dx = ۲tdt متغییر تغییر سادگͬ برای

۲

∫ ∞

۰
t۲e−t۲ dt

انتگرال مقدار کرد. خواهیم بررسͬ آنرا پایین بخش در که ͬ باشد. م معروف گوسینͬ انتگرال به بالا انتگرال
با است ∫برابر ∞

۰
t۲e−t۲ dt =

۱

۴

√
π

با است برابر ۳/۲ برای گاما تابع مقدار ترتیب بدین

Γ

(
۳

۲

)
=

۱

۲

√
π

یعنͬ آورد، بدست ۱/۲ در را گاما تابع مقدار میشود Γ(z + ۱) = zΓ(z) رابطه از استفاده با براحتͬ حالا

Γ

(
۳

۲

)
=

۱

۲

√
π =

۱

۲
Γ

(
۱

۲

)
⇒ Γ

(
۱

۲

)
=

√
π

شده داده ۱/۲ کسر با صحیح غیر و صحیح آرگمانهای برای Γ تابع مقدار بالا محاسبات مطابق پایین جدول
است.
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گوسینͬ انتگرال ۳ .۱
است. شده داده زیر در آن نمودار که است e−αx۲ شͺل به تابعͬ گوسین

(normal distribution) نرمال توزیع اسم با آماری مسائل از بسیاری در دارد. x = ۰ در ماکزیمم ͷی که
رود  ͬ م بشمار ͷفیزی در مهم بسیار انتگرالهای از دیͽر ͬͺی گوسین تابع انتگرال ͬ شود. م ∫ظاهر ∞

−∞
e−αx۲

dx =

√
π

α



۳ گوسینͬ انتگرال .۳ .۱

ͬ بریم، م بهره بعدی دو انتگرالͽیری روش از ،I =
∫∞
−∞ e−αx۲

dx انتگرال، حل ∫برای ∞

−∞
e−αx۲

dx

∫ ∞

−∞
e−αy۲

dy =

∫ ∞

−∞

∫ ∞

−∞
e−α(x۲+y۲) dxdy = I۲

به دکارتͬ مختصات دستگاه از را انتگرال میتوان y = r sin θ و x = r cos θ متغییر تغییر با سادگͬ، برای
داد. انتقال قطبی مختصات دستگاه

I۲ =

∫ ∞

۰

∫ ۲π

۰
e−αr۲

r dr dθ =

(∫ ∞

۰
re−αr۲

dr

)(∫ ۲π

۰
dθ

)
= ۲π

∫ ∞

۰
re−αr۲

dr

با است برابر du = ۲r dr و u = r۲ متغییر تغییر برای بالا ∫انتگرال ∞

۰
re−αr۲

dr =
۱

۲

∫ ∞

۰
e−αu du = −۱

۲

[
۱

α
e−αu

]∞
۰

=
۱

۲α

ترتیب بدین
I۲ = ۲π

∫ ∞

۰
re−αr۲

dr =
π

α
⇒ I =

√
π

α

نتیجه ͷی ∫بصورت ∞

−∞
e−αx۲

dx =

√
π

α

آورد. بدست دیͽری مفید و جدید انتگرالͬ شͺلهای ͬ توان م بالا انتگرال روی از دارید. نگه خاطر در را
داریم، اول مرتبه مشتق برای مثلا بͽیریم. مشتق α به نسبت بالا رابطه طرفین از منظور این برای

d

dα

∫ ∞

−∞
e−αx۲

dx =
d

dα

√
π

α∫ ∞

−∞
x۲e−αx۲

dx =
۱

۲

√
π

α۳

دوم مرتبه مشتق برای

d۲

dα۲

∫ ∞

−∞
e−αx۲

dx =
d۲

dα۲

√
π

α∫ ∞

−∞
x۴e−αx۲

dx =
۳

۴

√
π

α۵

nام مرتبه مشتق برای



مفید ریاضیات .۱ فصل ۴

dn

dαn

∫ ∞

−∞
e−αx۲

dx =
dn

dαn

√
π

α∫ ∞

−∞
x۲ne−αx۲

dx =
(۲n)!

n!۲۲n

√
π

α۲n+۱

۰ انتگرال نصف با ∞ تا −∞ انتگرال ͬ توان م است زوج بالا انتگرالهای تمامͬ در انتگرالده که آنجایی از
یعنͬ، کرد. عوض ∞ ∫تا ∞

۰
e−αx۲

dx =
۱

۲

∫ ∞

−∞
e−αx۲

dx =
۱

۲

√
π

α∫ ∞

۰
x۲e−αx۲

dx =
۱

۲

∫ ∞

−∞
x۲e−αx۲

dx =
۱

۴

√
π

α۳∫ ∞

۰
x۴e−αx۲

dx =
۱

۲

∫ ∞

−∞
x۴e−αx۲

dx =
۳

۸

√
π

α۵

است، صفر برابر متقارن بازه ͷی برای فرد انتگرالده که ͬ دانیم م عمومͬ ریاضیات از ∫همچنین ∞

−∞
xe−αx۲

dx = ۰∫ ∞

−∞
x۳e−αx۲

dx = ۰∫ ∞

−∞
x۵e−αx۲

dx = ۰

زیر صورت به انتگرال صورت این در x۲ = u اگر ͬ کنیم. م بررسͬ را I =
∫∞
۰ xe−αx۲

dx انتگرال اینجا در
ͬ کند، م ∫تغییر ∞

۰
xe−αx۲

dx =
۱

۲

∫ ∞

۰
e−αu du = − ۱

۲α

[
e−αu

]∞
۰

=
۱

۲α

بͽیرم مشتق طرفین از بالا حالتهای مانند اگر حالا

d

dα

∫ ∞

۰
xe−αx۲

dx =
d

dα

(
۱

۲α

)
∫ ∞

۰
x۳e−αx۲

dx =
۱

۲α۲

دوم مرتبه مشتق ازای به
d۲

dα۲

∫ ∞

۰
xe−αx۲

dx =
d۲

dα۲

(
۱

۲α

)
∫ ∞

۰
x۵e−αx۲

dx =
۱

α۳

nام مرتبه مشتق برای
dn

dαn

∫ ∞

۰
xe−αx۲

dx =
dn

dnα

(
۱

۲α

)
∫ ∞

۰
x۲n+۱e−αx۲

dx =
n!

۲αn+۱



۵ گوسینͬ انتگرال .۳ .۱

√
π
α به را گوسینͬ انتگرال طرفین بسازیم. ∞ تا −∞ بازه در نرمال گوسͬ توزیع تابع ͷی داریم خیال اینجا

یعنͬ ͬ کنیم. م √تقسیم
α

π

∫ ∞

−∞
e−αx۲

dx = ۱

مقدار مراجع بیشتر در است. ͷی برابر ∫∞
−∞ f(x) dx انتگرال مقدار f(x) =

√
α
π e

−αx۲ گوسͬ توزیع برای
با برابر ابعادی دارای و ͬ شود م نامیده (standard deviation) معیار انحراف σ ͬ دهند. م قرار ۱

۲σ۲ برابر را α

است. x متغییر
f(x) =

۱√
۲πσ

e−
x۲

۲σ۲

یعنͬ باشد. µ مانند صفر مخالف نقطه ای در ͬ تواند م گوسͬ توزیع راس همچنین

f(x) =
۱√
۲πσ

e−
(x−µ)۲

۲σ۲

یعنͬ (variance) x واریانس مقدار و ⟨x۲⟩ یعنͬ x۲ متوسط مقدار ،⟨x⟩ یعنͬ x متوسط مقدار ادامه در
ͬ آوریم. م بدست را ⟨(x− ⟨x⟩)۲⟩

⟨x⟩ •

⟨x⟩ =
∫ ∞

−∞
xf(x) dx =

۱√
۲πσ

∫ ∞

−∞
xe−

(x−µ)۲

۲σ۲ dx

ͬ کنیم م اعمال را y = x− µ متغییر تغییر حل برای

⟨x⟩ = ۱√
۲πσ

∫ ∞

−∞
(y + µ)e−

y۲

۲σ۲ dy =
۱√
۲πσ

(∫ ∞

−∞
ye−

y۲

۲σ۲ dy + µ

∫ ∞

−∞
e−

y۲

۲σ۲ dy

)

پس است. صفر برابر ،∫∞
−∞ ye−

y۲

۲σ۲ dy اول، انتگرال مقدار شد، بررسͬ بالا انتگرالهای در که بطوری

⟨x⟩ = µ
۱√
۲πσ

∫ ∞

−∞
e−

y۲

۲σ۲ dy = µ

دارد. قرار µ یعنͬ توزیع راس نقطه در ⟨x⟩ گوسͬ توزیع متوسط مقدار یعنͬ

⟨x۲⟩ •

⟨x۲⟩ =
∫ ∞

−∞
x۲f(x) dx =

۱√
۲πσ

∫ ∞

−∞
x۲e−

(x−µ)۲

۲σ۲ dx

ͬ کنیم م اعمال را y = x− µ متغییر تغییر حل برای

⟨x۲⟩ = ۱√
۲πσ

∫ ∞

−∞
(y+µ)۲e−

y۲

۲σ۲ dy =
۱√
۲πσ

(∫ ∞

−∞
y۲e−

y۲

۲σ۲ dy + ۲µ

∫ ∞

−∞
ye−

y۲

۲σ۲ dy + µ۲

∫ ∞

−∞
e−

y۲

۲σ۲ dy

)

برابر ،∫∞
−∞ ye−

y۲

۲σ۲ dy دوم، انتگرال مقدار و است √۲πσ۳ برابر ،∫∞
−∞ y۲e−

y۲

۲σ۲ dy اول، انتگرال مقدار
پس است. صفر

⟨x۲⟩ = ۱√
۲πσ

(∫ ∞

−∞
y۲e−

y۲

۲σ۲ dy + µ۲

∫ ∞

−∞
e−

y۲

۲σ۲ dy

)
= σ۲ + µ۲



مفید ریاضیات .۱ فصل ۶

⟨(x− ⟨x⟩)۲⟩ •

⟨(x− ⟨x⟩)۲⟩ = ⟨(x۲ − ۲⟨x⟩x+ ⟨x⟩۲)⟩ = ⟨x۲⟩ − ۲⟨x⟩⟨x⟩+ ⟨x⟩۲ = ⟨x۲⟩ − ⟨x⟩۲

بنابراین ⟨x۲⟩ = σ۲ + µ۲ و ⟨x⟩ = µ که آنجایی از
⟨(x− ⟨x⟩)۲⟩ = ⟨x۲⟩ − ⟨x⟩۲ = σ۲

استرلینگ فرمول ۴ .۱
فاکتوریل انتگرال از استفاده با بخش این در

n! =

∫ ∞

۰
xne−x dx

حالا ͬ کنیم. م بررسͬ زیر نمودار در را xne−x تابع ͬ آوریم. م بدست را ،lnn! ≈ n lnn− n استرلینگ، فرمول

ͬ کنیم، م تعریف زیر بصورت را f(x) تابع

ef(x) = xne−x

داریم بͽیریم، لͽاریتم بالا عبارت طرفین از اگر

f(x) = n lnx− x

این (ماکزیمم) است. اکسترمم ͷی دارای x = n نقطه در f(x) تابع است. شده داده زیر در f(x) نمودار

تحقیق x = n نقطه در f(x) تابع مشتق مقدار داریم قصد اینجا در ولͬ است مشخص نمودار در موضوع
کنیم.

d

dx
f(x) =

n

x
− ۱



۷ استرلینگ فرمول .۴ .۱

کنیم. بررسͬ x = n نقطه حول را f(x) تابع رفتار ما ادامه در ͬ شود. م صفر برابر d
dxf(x) مقدار x = n ازای به

f(x) = f(n) +

(
df(x)

dx

)
x=n

(x− n) +
۱

۲

(
d۲f(x)

dx۲

)
x=n

(x− n)۲ + · · ·

داریم. x = n نقطه در تابع دوم مشتق به نیاز منظور این )برای
d۲f(x)

dx۲

)
x=n

= −۱

n

یعنͬ داریم، نگه دوم مرتبه تا را تیلور بسط اگر

f(x) ≈ n lnn− n− ۱

۲n
(x− n)۲

یعنͬ است، n! برابر ef(x) از انتگرال

n! ≈
∫ ∞

۰
ef(x) dx = en lnn−n

∫ ∞

۰
e−

(x−n)۲

۲n dx

بنابراین است. √۲πn برابر ∫∞
۰ e−

(x−n)۲

۲n dx گوسͬ انتگرال مقدار

n! ≈ en lnn−n
√

۲πn

ͬ گیریم م لͽاریتم بالا رابطه طرفین از استرلینگ فرمول آوردن بدست برای

lnn! ≈ n lnn− n+
۱

۲
ln(۲πn)

نوشت زیر بصورت ͬ توان م آنرا باشد بزرگ خیلͬ n وقتͬ

lnn! ≈ n lnn− n


