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آماری مکانیک
نوزدهم جلسه 

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۹۹ اسفند

۲۰ / ۱ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل

بعد سه در
g(ω) =

9N

ω3
D

ω2

انیشتین مدل ◀

lnZ = 3N ln
e−

1
2
βℏωE

1− eβℏωE

دبای مدل ◀

lnZ =

∫ ωD

0
g(ω)dω ln

e−
1
2
βℏω

1− eβℏω

lnZ =
9N

ω3
D

∫ ωD

0
ω2 ln

e−
1
2
βℏω

1− eβℏω
dω

۲۰ / ۲ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل

بعد سه در

lnZ =
9N

ω3
D

∫ ωD

0
ω2 ln

e−
1
2
βℏω

1− eβℏω
dω

ln
e−

1
2
βℏω

1− eβℏω
= −1

2
βℏω − ln[1− e−βℏω]

lnZ =
9N

ω3
D

(
−1

2
βℏ

∫ ωD

0
ω3dω −

∫ ωD

0
ω2 ln[1− e−βℏω]dω

)

lnZ = −9

8
NβℏωD − 9N

ω3
D

∫ ωD

0
ω2 ln[1− e−βℏω]dω

۲۰ / ۳ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل
بعد سه در

lnZ = −9

8
NβℏωD − 9N

ω3
D

∫ ωD

0
ω2 ln[1− e−βℏω]dω

داخلی انرژي

U = − ∂

∂β
lnZ

U =
9

8
NℏωD − 9N

ω3
D

ℏ
∫ ωD

0
ω3 e−βℏω

1− e−βℏω dω

U =
9

8
NℏωD − 9N

ω3
D

ℏ
∫ ωD

0
ω3 e−βℏω

1− e−βℏω×
eβℏω

eβℏω
dω

U =
9

8
NℏωD − 9N

ω3
D

ℏ
∫ ωD

0

ω3dω

eβℏω − 1

۲۰ / ۴ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد سه در

داخلی انرژي

U =
9

8
NℏωD − 9N

ω3
D

ℏ
∫ ωD

0

ω3dω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
∂U

∂T

C =

(
∂U

∂β

)(
∂β

∂T

)
= − 1

kBT 2

∂U

∂β
= −kBβ

2∂U

∂β

C =
9N

ω3
D

kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω4eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

۲۰ / ۵ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد سه در

داخلی انرژي

U =
9

8
NℏωD − 9N

ω3
D

ℏ
∫ ωD

0

ω3dω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
9N

ω3
D

kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω4eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

x = βℏω ⇒ dx = βℏdω, xD = βℏωD

C =
9N

(βℏωD)3
kB

∫ xD

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

C =
9NkB
x3D

∫ xD

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

۲۰ / ۶ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد سه در

ویژه ظرفیت

C =
9NkB
x3D

∫ xD

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

حدی: حالتهای
T −→ ∞ (x −→ 0) بالا دماهای ◀

ex = 1 + x+ · · · , x4ex

(ex − 1)2
≈ x4(1 + x)

x2
≈ x2

lim
T−→∞

C → 9NkB
x3D

∫ xD

0
x2dx = 3NkB

T −→ 0 (x −→ ∞) پایین دماهای ◀

lim
T−→0

C → 9NkB
x3D

[∫ ∞

0

x4ex

(ex − 1)2
dx

]
=

9NkB
x3D

[
4π4

15

]
=

12π4Nk4B
5ℏ3ω3

D

T 3

۲۰ / ۷ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل
بعد سه در

ویژه ظرفیت

C =
9NkB
x3D

∫ xD

0

x4ex

(ex − 1)2
dx, ΘD =

ℏωD

kB

۲۰ / ۸ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل

بعد دو در
g(ω) =

4N

ω2
D

ω

انیشتین مدل ◀

lnZ = 2N ln
e−

1
2
βℏωE

1− e−βℏωE

دبای مدل ◀

lnZ =

∫ ωD

0
g(ω)dω ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω

lnZ =
4N

ω2
D

∫ ωD

0
ω ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω dω

۲۰ / ۹ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل

بعد دو در

lnZ =
4N

ω2
D

∫ ωD

0
ω ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω dω

ln
e−

1
2
βℏω

1− e−βℏω = −1

2
βℏω − ln[1− e−βℏω]

lnZ =
4N

ω2
D

(
−1

2
βℏ

∫ ωD

0
ω2dω −

∫ ωD

0
ω ln[1− e−βℏω]dω

)

lnZ = −2

3
NβℏωD − 4N

ω2
D

∫ ωD

0
ω ln[1− e−βℏω]dω

۲۰ / ۱۰ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد دو در

lnZ = −2

3
NβℏωD − 4N

ω2
D

∫ ωD

0
ω ln[1− e−βℏω]dω

داخلی انرژي

U = − ∂

∂β
lnZ

U =
2

3
NℏωD − 4N

ω2
D

ℏ
∫ ωD

0
ω2 e−βℏω

1− e−βℏω dω

U =
2

3
NℏωD − 4N

ω2
D

ℏ
∫ ωD

0
ω2 e−βℏω

1− e−βℏω×
eβℏω

eβℏω
dω

U =
2

3
NℏωD − 4N

ω2
D

ℏ
∫ ωD

0

ω2dω

eβℏω − 1

۲۰ / ۱۱ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد دو در

داخلی انرژي

U =
2

3
NℏωD − 4N

ω2
D

ℏ
∫ ωD

0

ω2dω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
∂U

∂T

C =

(
∂U

∂β

)(
∂β

∂T

)
= − 1

kBT 2

∂U

∂β
= −kBβ

2∂U

∂β

C =
4N

ω2
D

kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω3eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

۲۰ / ۱۲ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد دو در

داخلی انرژي

U =
2

3
NℏωD − 4N

ω2
D

ℏ
∫ ωD

0

ω2dω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
4N

ω2
D

kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω3eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

x = βℏω ⇒ dx = βℏdω, xD = βℏωD

C =
4N

(βℏωD)2
kB

∫ xD

0

x3ex

(ex − 1)2
dx

C =
4NkB
x2D

∫ xD

0

x3ex

(ex − 1)2
dx

۲۰ / ۱۳ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد دو در

ویژه ظرفیت

C =
4NkB
x2D

∫ xD

0

x3ex

(ex − 1)2
dx

حدی: حالتهای
T −→ ∞ (x −→ 0) بالا دماهای ◀

ex = 1 + x+ · · · , x3ex

(ex − 1)2
≈ x3(1 + x)

x2
≈ x

lim
T−→∞

C → 4NkB
x2D

∫ xD

0
xdx = 2NkB

T −→ 0 (x −→ ∞) پایین دماهای ◀

lim
T−→0

C → 4NkB
x2D

[∫ ∞

0

x3ex

(ex − 1)2
dx

]
=

4NkB
x2D

[
π4

15

]
=

4π4Nk3B
15ℏ3ω2

D

T 2

۲۰ / ۱۴ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

دبای مدل

بعد یک در

g(ω) =
N

ωD

انیشتین مدل ◀

lnZ = N ln
e−

1
2
βℏωE

1− e−βℏωE

دبای مدل ◀

lnZ =

∫ ωD

0
g(ω)dω ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω

lnZ =
N

ωD

∫ ωD

0
ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω dω

۲۰ / ۱۵ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل

بعد یک در

lnZ =
N

ωD

∫ ωD

0
ln

e−
1
2
βℏω

1− e−βℏω dω

ln
e−

1
2
βℏω

1− e−βℏω = −1

2
βℏω − ln[1− e−βℏω]

lnZ =
N

ωD

(
−1

2
βℏ

∫ ωD

0
ωdω −

∫ ωD

0
ln[1− e−βℏω]dω

)

lnZ = −1

4
NβℏωD − N

ωD

∫ ωD

0
ln[1− e−βℏω]dω

۲۰ / ۱۶ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد یک در

lnZ = −1

4
NβℏωD − N

ωD

∫ ωD

0
ln[1− e−βℏω]dω

داخلی انرژي

U = − ∂

∂β
lnZ

U =
1

4
NℏωD − N

ωD
ℏ
∫ ωD

0
ω

e−βℏω

1− e−βℏω dω

U =
1

4
NℏωD − N

ωD
ℏ
∫ ωD

0
ω

e−βℏω

1− e−βℏω×
eβℏω

eβℏω
dω

U =
1

4
NℏωD − N

ωD
ℏ
∫ ωD

0

ωdω

eβℏω − 1

۲۰ / ۱۷ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد یک در

داخلی انرژي

U =
1

4
NℏωD − N

ωD
ℏ
∫ ωD

0

ωdω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
∂U

∂T

C =

(
∂U

∂β

)(
∂β

∂T

)
= − 1

kBT 2

∂U

∂β
= −kBβ

2∂U

∂β

C =
N

ωD
kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω2eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

۲۰ / ۱۸ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد یک در

داخلی انرژي

U =
1

4
NℏωD − N

ωD
ℏ
∫ ωD

0

ωdω

eβℏω − 1

ویژه ظرفیت

C =
N

ωD
kBℏ2β2

∫ ωD

0

ω2eβℏω

(eβℏω − 1)2
dω

x = βℏω ⇒ dx = βℏdω, xD = βℏωD

C =
N

βℏωD
kB

∫ xD

0

x2ex

(ex − 1)2
dx

C =
NkB
xD

∫ xD

0

x2ex

(ex − 1)2
dx

۲۰ / ۱۹ ۹۹ اسفند نوزدهم) (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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دبای مدل
بعد یک در

ویژه ظرفیت

C =
NkB
xD

∫ xD

0

x2ex

(ex − 1)2
dx

حدی: حالتهای
T −→ ∞ (x −→ 0) بالا دماهای ◀

ex = 1 + x+ · · · , x2ex

(ex − 1)2
≈ x3(1 + x)

x2
≈ 1

lim
T−→∞

C → NkB
xD

∫ xD

0
dx = NkB

T −→ 0 (x −→ ∞) پایین دماهای ◀

lim
T−→0

C → NkB
xD

[∫ ∞

0

x2ex

(ex − 1)2
dx

]
=

NkB
xD

[
π2

3

]
=

π2Nk2B
3ℏωD

T
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