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آماری مکانیک
دوم و بیست جلسه 

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۹۹ اسفند

۲۷ / ۱ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطیسی میدان اعمال با آنها در سمتگیری که بگیرید نظر را µ یکسان دوقطبی N از سیستمی
انرژی توانیم می کنیم، صرفه نظر ها دوقطبی این انتقالی حرکت از اگر کند. تغییر می تواند آزادانه H⃗

کرد، مشخص زیر بصورت را بررسی تحت سیستم

E = −
N∑
i=1

µ⃗i · H⃗

بصورت z محور به نسبت دوقطبی هر سمتگیری کنیم، فرض z محور امتدا در را H⃗ میدان جهت اگر

{(θ1, ϕ1), (θ2, ϕ2), · · · , (θN , ϕN )}

می شود، مشخص زیر بصورت انرژي و می شود داده

E = −µH

N∑
i=1

cos θi

۲۷ / ۲ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

سیستم پارش تابع

Z =

∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩNeβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )

که
dΩ1 = sin θ1dθ1dϕ1

dΩ2 = sin θ2dθ2dϕ2

...
dΩN = sin θNdθNdϕN

و
0 ≤ θi ≤ π, 0 ≤ ϕi ≤ 2π

i = 1, 2, . . . , N

۲۷ / ۳ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

سیستم پارش تابع

Z =

∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩNeβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )

Z =

[∫
dΩ1e

βµH cos θ1

] [∫
dΩ2e

βµH cos θ2

]
· · ·

[∫
dΩNeβµH cos θN

]

Z1 =

∫
dΩ1e

βµH cos θ1 =

(∫ 2π

0
dϕ1

)(∫ π

0
dθ1 sin θ1e

βµH cos θ1

)
Z2 =

∫
dΩ2e

βµH cos θ2 =

(∫ 2π

0
dϕ2

)(∫ π

0
dθ2 sin θ2e

βµH cos θ2

)
...

ZN =

∫
dΩNeβµH cos θN =

(∫ 2π

0
dϕN

)(∫ π

0
dθN sin θNeβµH cos θN

)
۲۷ / ۴ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

سیستم پارش تابع

Z =

∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩNeβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )

Z =

[∫
dΩ1e

βµH cos θ1

] [∫
dΩ2e

βµH cos θ2

]
· · ·

[∫
dΩNeβµH cos θN

]

Z1 =
4π

βµH
sinhβµH

Z2 =
4π

βµH
sinhβµH

...

ZN =
4π

βµH
sinhβµH

Z1 = Z2 = · · · = ZN

Z = ZN
1 =

(
4π

βµH

)N

sinhN βµH

۲۷ / ۵ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کلاسیکی تصویر
سیستم پارش تابع

Z = ZN
1 =

(
4π

sinhβµH

βµH

)N

هلمهولتز آزاد انرژی

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

(
4π

sinhβµH

βµH

)
مغناطش چشمداشتی مقدار

⟨M⃗⟩ =
∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θN )∫

dΩ1 · · ·
∫
dΩNeβµH(cos θ1+···+cos θN )

۲۷ / ۶ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

⟨M⃗⟩ =
∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + µ⃗2 · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )∫

dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩNeβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )

⟨M⃗⟩ =
∫
dΩ1

∫
dΩ2 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + µ⃗2 · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+cos θ2+···+cos θN )

Z

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

µ⃗i = µ(sin θi cosϕiî+ sin θi sinϕiĵ + cos θik̂)

۲۷ / ۷ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩNeβµH cos θN

)
+ · · ·+(∫

dΩ1e
βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩNeβµH cos θN

)
+ · · ·+(∫

dΩ1e
βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)
۲۷ / ۸ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩNeβµH cos θN

)
+ · · ·+(∫

dΩ1e
βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩNeβµH cos θN

)
+ · · ·+(∫

dΩ1e
βµH cos θ1

)
· · ·

(∫
dΩie

βµH cos θi

)
· · ·

(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)
۲۷ / ۹ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
+ · · ·+(

4π
sinhβµH

βµH

)
· · ·

(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
+ · · ·+(

4π
sinhβµH

βµH

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
· · ·

(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)
۲۷ / ۱۰ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
+ · · ·+(

4π
sinhβµH

βµH

)
· · ·

(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
+ · · ·+(

4π
sinhβµH

βµH

)
· · ·

(
4π

sinhβµH

βµH

)
· · ·

(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)
۲۷ / ۱۱ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

۲۷ / ۱۲ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

µ⃗i = µ(sin θi cosϕiî+ sin θi sinϕiĵ + cos θik̂)∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = î

∫
dΩ1µ sin θ1 cosϕ1e

βµH cos θ1

+ ĵ

∫
dΩ1µ sin θ1 sinϕ1e

βµH cos θ1

+ k̂

∫
dΩ1µ cos θ1e

βµH cos θ1

∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = îµ

(∫ 2π

0
cosϕ1dϕ1

)(∫ π

0
sin2 θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
+ ĵµ

(∫ 2π

0
sinϕ1dϕ1

)(∫ π

0
sin2 θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
+ k̂µ

(∫ 2π

0
dϕ1

)(∫ π

0
cos θ1 sin θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
۲۷ / ۱۳ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = îµ

(∫ 2π

0
cosϕ1dϕ1

)(∫ π

0
sin2 θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
+ ĵµ

(∫ 2π

0
sinϕ1dϕ1

)(∫ π

0
sin2 θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
+ k̂µ

(∫ 2π

0
dϕ1

)(∫ π

0
cos θ1 sin θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
∫ 2π

0
cosϕ1dϕ1 =

∫ 2π

0
sinϕ1dϕ1 = 0

∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = k̂2πµ

(∫ π

0
cos θ1 sin θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
۲۷ / ۱۴ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی ∫مقدار
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = k̂2πµ

(∫ π

0
cos θ1 sin θ1e

βµH cos θ1dθ1

)
x = cos θ1 ⇒ dx = − sin θ1dθ1

∫ π

0
cos θ1 sin θ1e

βµH cos θ1dθ1 =

∫ 1

−1
xeβµHxdx

=

[
xeβµHx

βµH
− eβµHx

(βµH)2

]1
−1∫

dΩ1µ⃗1e
βµH cos θ1 = k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)
۲۷ / ۱۵ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کلاسیکی تصویر
مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1 = k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)
...∫

dΩiµ⃗ie
βµH cos θi = k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)
...∫

dΩN µ⃗NeβµH cos θN = k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)

۲۷ / ۱۶ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=

(∫
dΩ1µ⃗1e

βµH cos θ1

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+(∫
dΩiµ⃗ie

βµH cos θi

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+(∫
dΩN µ⃗NeβµH cos θN

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

۲۷ / ۱۷ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی ∫مقدار
dΩ1 · · ·

∫
dΩi · · ·

∫
dΩN (µ⃗1+· · ·+µ⃗i+· · · µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θi+···+cos θN )

=k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+

k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

+ · · ·+

k̂4πµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

=k̂4πNµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

۲۷ / ۱۸ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کلاسیکی تصویر
مغناطش چشمداشتی مقدار

⟨M⃗⟩ =
∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θN )

Z∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θN )

= k̂4πNµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
4π

sinhβµH

βµH

)N−1

Z =

(
4π

sinhβµH

βµH

)N

۲۷ / ۱۹ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

⟨M⃗⟩ =
∫
dΩ1 · · ·

∫
dΩN (µ⃗1 + · · ·+ µ⃗N )eβµH(cos θ1+···+cos θN )

Z

⟨M⃗⟩ = k̂Nµ

(
coshβµH

βµH
− sinhβµH

(βµH)2

)(
βµH

sinhβµH

)

⟨M⃗⟩ = k̂Nµ

(
cothβµH − 1

βµH

)
لانژوین: تابع

L(x) = cothx− 1

x

⟨M⃗⟩ = k̂NµL(βµH)

۲۷ / ۲۰ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

۲۷ / ۲۱ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار

⟨M⃗⟩ = k̂Nµ

(
cothβµH − 1

βµH

)
مغناطش چشمداشتی مقدار بزرگی

⟨M⟩ = Nµ

(
cothβµH − 1

βµH

)
: H → 0 کوچک میدانهای حد در

⟨M⟩ ≃ Nµ

(
1

βµH
+

βµH

3
− (βµH)3

45
+ · · · − 1

βµH

)

⟨M⟩ ≃ Nµ

(
βµH

3
− (βµH)3

45
+ · · ·

)
۲۷ / ۲۲ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

مغناطش چشمداشتی مقدار بزرگی

⟨M⟩ = Nµ

(
cothβµH − 1

βµH

)
: H → 0 کوچک میدانهای حد در

⟨M⟩ ≃ Nµ

(
βµH

3
− (βµH)3

45
+ · · ·

)
مغناطیسی پذیرفتاری

χ = lim
H→0

∂⟨M⟩
∂H

χ =
Nµ2

3kBT
=

C

T
, C =

Nµ2

3kB

۲۷ / ۲۳ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

هلمهولتز آزاد انرژی

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

(
4π

sinhβµH

βµH

)
مغناطش چشمداشتی مقدار بزرگی

⟨M⟩ = − ∂F

∂H

x = βµH اگر

⟨M⟩ = −∂F

∂x

∂x

∂H
= −βµ

∂F

∂x

⟨M⟩ = Nµ
coshx

x − sinhx
x2

sinhx
x

= Nµ

(
cothx− 1

x

)
= Nµ

(
cothβµH − 1

βµH

)
۲۷ / ۲۴ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

هلمهولتز آزاد انرژی

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

(
4π

sinhβµH

βµH

)
آنتروپی

S = −∂F

∂T

S = NkB ln

(
4π

sinhβµH

βµH

)
−NkBT

µH

kBT 2

(
cothβµH − 1

βµH

)

S = −F

T
− H

T
⟨M⟩ ⇒ ST = −F −H⟨M⟩

U = F + ST می دانیم
U = −H⟨M⟩

۲۷ / ۲۵ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پارامغناطیس

کلاسیکی تصویر
ذاخلی انرژی

U = −H⟨M⟩

گرمایی ظرفیت

C =
∂U

∂T
=

∂x

∂T

∂U

∂x
, x = βµH

C = NkB(βµH)2
∂

∂x
L(x) = NkBx

2 ∂

∂x
L(x)

C = NkBx
2

(
− 1

sinh2 x
+

1

x2

)

C = NkB

(
1− x2

sinh2 x

)

۲۷ / ۲۶ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کلاسیکی تصویر

۲۷ / ۲۷ ۹۹ اسفند دوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


