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آماری مکانیک
سوم و بیست جلسه 

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۹۹ اسفند

۲۶ / ۱ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
باشد، می عملگر یک بصورت کوانتوم در اتم هر در مغناطیسی گشتاور

µ⃗ = µB(glL⃗+ gsS⃗)

اسپینی ژیراسیون ضریب gs و زاویه ای ژیراسیون ضریب gl بوهر، مگنتون µB = e/2mc آن در که
می آید، بدست ای زاویه و اسپینی تکانه  های جمع از الکترون نهایی تکانه است.

J⃗ = L⃗+ S⃗

باشد J⃗ راستای در که آن از مولفه ای فقط بنابراین نیست. J⃗ راستای در µ⃗ مغناطیسی گشتاور
می کنیم، بررسی J⃗ راستای در را µ⃗ مغناطیسی گشتاور تصویر منظور این برای باشد. پایسه می تواند

یعنی

µ⃗p = (µ⃗ · J⃗) J⃗
J2

۲۶ / ۲ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
عبارت در

µ⃗p = (µ⃗ · J⃗) J⃗
J2

برحسب را µ⃗ · J⃗ حاصلظرب
µ⃗ = µB(glL⃗+ gsS⃗)

و
J⃗ = L⃗+ S⃗

می کنیم، ساده زیر بصورت

µ⃗ · J⃗ = µB(glL⃗+ gsS⃗) · (L⃗+ S⃗)

= µB[glL
2 + gsS

2 + (gl + gs)L⃗ · S⃗]

۲۶ / ۳ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر

µ⃗p = (µ⃗ · J⃗) J⃗
J2

µ⃗ · J⃗ = µB[glL
2 + gsS

2 + (gl + gs)L⃗ · S⃗]

L⃗ · S⃗ عبارت بررسی

J⃗ · J⃗ = (L⃗+ S⃗) · (L⃗+ S⃗)

J2 = L2 + S2 + 2L⃗ · S⃗

بنابراین

L⃗ · S⃗ =
1

2
(J2 − L2 − S2)

۲۶ / ۴ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پارامغناطیس

کوانتومی تصویر

µ⃗p = (µ⃗ · J⃗) J⃗
J2

µ⃗ · J⃗ = µB[glL
2 + gsS

2 + (gl + gs)L⃗ · S⃗]

L⃗ · S⃗ =
1

2
(J2 − L2 − S2)

داریم

µ⃗ · J⃗ =
1

2
µB[(gl − gs)L

2 + (gs − gl)S
2 + (gl + gs)J

2]

۲۶ / ۵ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

µ⃗p = (µ⃗ · J⃗) J⃗
J2

µ⃗ · J⃗ =
1

2
µB[(gl − gs)L

2 + (gs − gl)S
2 + (gl + gs)J

2]

µ⃗p =
1

2
µB[(gl − gs)L

2 + (gs − gl)S
2 + (gl + gs)J

2]
J⃗

J2

µ⃗p =
1

2
µB

[
(gl − gs)L

2 + (gs − gl)S
2

J2
+ (gl + gs)

]
J⃗

L2 : l(l + 1)ℏ2 S2 : s(s+ 1)ℏ2 J2 : j(j + 1)ℏ2

µ⃗p =
1

2
µB

[
(gl − gs)l(l + 1) + (gs − gl)s(s+ 1)

j(j + 1)
+ (gl + gs)

]
J⃗

۲۶ / ۶ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

µ⃗p =
1

2
µB

[
(gl − gs)l(l + 1) + (gs − gl)s(s+ 1)

j(j + 1)
+ (gl + gs)

]
J⃗

لانده ضریب

g =
1

2

[
(gl − gs)l(l + 1) + (gs − gl)s(s+ 1)

j(j + 1)
+ (gl + gs)

]
µ⃗p = gµBJ⃗

می شود، داده زیر بصورت H⃗ = k̂H مغناطیسی میدان در دوقطبی گشتاور یک انرژی

E = −µ⃗p · H⃗ = −gµpHJz

Jz : mℏ, m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j

۲۶ / ۷ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

H⃗ = k̂H مغناطیسی میدان در دوقطبی گشتاور یک انرژی

E = −gµpHmℏ, m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j

دوقطبی گشتاور یک انرژی نهایی شکل ببریم µB = eℏ/2mc بوهر مگنتون داخل به را ℏ اگر

E = −gµpHm, m = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j

ذره ای N دستگاه یک دوقطبی گشتاور

E = −gµpH

N∑
i=1

mi, mi = −j,−j + 1, · · · , j − 1, j

پارش تابع

Z =

j∑
m1,··· ,mN=−j

eβgµBH
∑N

i=1 mi

۲۶ / ۸ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
پارش تابع

Z =

j∑
m1,··· ,mN=−j

eβgµBH
∑N

i=1 mi

Z =

j∑
m1,··· ,mN=−j

eβgµBH(m1+···+mN )

Z =

j∑
m1,··· ,mN=−j

eβgµBHm1 · · · eβgµBHmN

Z =

 j∑
m1=−j

eβgµBHm1

 · · ·

 j∑
mN=−j

eβgµBHmN


۲۶ / ۹ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

پارش تابع

Z =

 j∑
m1=−j

eβgµBHm1

 · · ·

 j∑
mN=−j

eβgµBHmN


بنابراین هستند. برابر هم با و مستقل یکدیگر از پرانتزها همه بالا عبارت در j∑

m1=−j

eβgµBHm1

 = · · · =

 j∑
m1=−j

eβgµBHmN


بدین ترتیب

Z =

 j∑
m1=−j

eβgµBHm1

N

۲۶ / ۱۰ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

پارش تابع

Z =

 j∑
m1=−j

eβgµBHm1

N

اگر
m1 = m′

1 − j : m1 = −j, · · · , j → m′
1 = 0, · · · , 2j

داریم
j∑

m1=−j

eβgµBHm1 =

2j∑
m′

1=0

eβgµBH(m′
1−j) = e−βgµBHj

2j∑
m′

1=0

eβgµBHm′
1

نهایتا

Z =

e−βgµBHj
2j∑

m′
1=0

eβgµBHm′
1

N

۲۶ / ۱۱ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
پارش تابع

Z =

e−βgµBHj
2j∑

m′
1=0

eβgµBHm′
1

N

اگر
x = eβgµBH

داریم

Z =

x−j
2j∑

m′
1=0

xm
′
1

N

۲۶ / ۱۲ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

پارش تابع

Z =

x−j
2j∑

m′
1=0

xm
′
1

N

, x = eβgµBH

داریم توانی سر یک در
1

1− x
=

∞∑
k=0

xk, |x| ≪ 1

کنیم، بررسی را زیر جمع درستی داریم قصد ادامه در

1− xn+1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn =

n∑
k=0

xk

۲۶ / ۱۳ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

1− xn+1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn =

n∑
k=0

xk

1 + x+ x2 + · · · = 1

1− x
, |x| ≪ 1

1 + x+ x2 + · · ·+ xn + xn+1 + xn+2 + xn+3 + · · · = 1

1− x

(1 + x+ x2 + · · ·+ xn) + xn+1(1 + x+ x2 + · · · ) = 1

1− x(
n∑

k=0

xk

)
+ xn+1

( ∞∑
k=0

xk

)
=

1

1− x

۲۶ / ۱۴ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر

1− xn+1

1− x
= 1 + x+ x2 + · · ·+ xn =

n∑
k=0

xk

(
n∑

k=0

xk

)
+ xn+1

( ∞∑
k=0

xk

)
=

1

1− x(
n∑

k=0

xk

)
+ xn+1

(
1

1− x

)
=

1

1− x

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x

۲۶ / ۱۵ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

پارش تابع

Z =

x−j
2j∑

m′
1=0

xm
′
1

N

, x = eβgµBH

n∑
k=0

xk =
1− xn+1

1− x
, |x| ≪ 1

2j∑
m′

1=0

xm
′
1 =

1− x2j+1

1− x

Z =

(
x−j

[
1− x2j+1

1− x

])N

, x = eβgµBH

۲۶ / ۱۶ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
پارش تابع

Z =

(
x−j

[
1− x2j+1

1− x

])N

, x = eβgµBH

Z =

(
x−j − xj+1

1− x

)N

, x = eβgµBH

Z =

(
x−

1
2

x−
1
2

x−j − xj+1

1− x

)N

, x = eβgµBH

Z =

(
x−(j+ 1

2
) − x(j+

1
2
)

x−
1
2 − x

1
2

)N

, x = eβgµBH

۲۶ / ۱۷ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
پارش تابع

Z =

(
x−(j+ 1

2
) − x(j+

1
2
)

x−
1
2 − x

1
2

)N

, x = eβgµBH

Z =

(
x(j+

1
2
) − x−(j+ 1

2
)

x
1
2 − x−

1
2

)N

, x = eβgµBH

Z =

(
2 sinh(j + 1

2)βgµBH

2 sinh 1
2βgµBH

)N

Z =

(
sinh(j + 1

2)βgµBH

sinh 1
2βgµBH

)N

۲۶ / ۱۸ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

پارش تابع

Z =

(
sinh(j + 1

2)βgµBH

sinh 1
2βgµBH

)N

هلمهولتز آزاد انرژی

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

(
sinh(j + 1

2)βgµBH

sinh 1
2βgµBH

)
دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = − ∂F

∂H
= −∂F

∂x

∂x

∂H
= −βgµB

∂F

∂x
, x = βgµBH

F (x) = −NkBT ln

(
sinh(j + 1

2)x

sinh 1
2x

)
۲۶ / ۱۹ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = −βgµB
∂F

∂x
, x = βgµBH

F (x) = −NkBT ln

(
sinh(j + 1

2)x

sinh 1
2x

)

⟨M⟩ = NgµB

(
(j +

1

2
)
cosh(j + 1

2)x

sinh(j + 1
2)x

− 1

2

cosh 1
2x

sinh 1
2x

)
, x = βgµBH

⟨M⟩ = NgµB

(
(j +

1

2
) coth(j +

1

2
)x− 1

2
coth

1

2
x

)
, x = βgµBH

۲۶ / ۲۰ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = NgµB

(
(j +

1

2
) coth(j +

1

2
)x− 1

2
coth

1

2
x

)
, x = βgµBH

⟨M⟩ = NgµB

[
(j +

1

2
) coth(j +

1

2
)βgµBH − 1

2
coth

1

2
βgµBH

]

⟨M⟩ = NgµB

[
j(1 +

1

2j
) coth(1 +

1

2j
)βgµBHj − j

1

2j
coth

1

2j
βgµBHj

]

⟨M⟩ = NgµBj

[
(1 +

1

2j
) coth(1 +

1

2j
)βgµBHj − 1

2j
coth

1

2j
βgµBHj

]
۲۶ / ۲۱ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = NgµBj

[
(1 +

1

2j
) coth(1 +

1

2j
)βgµBHj − 1

2j
coth

1

2j
βgµBHj

]

⟨M⟩ = NgµBj

[
(1 +

1

2j
) coth(1 +

1

2j
)y − 1

2j
coth

1

2j
y

]
, y = βgµBHj

Bj(y) بریلوئن تابع تعریف

Bj(y) = (1 +
1

2j
) coth(1 +

1

2j
)y − 1

2j
coth

1

2j
y

بنابراین
⟨M⟩ = NgµBjBj(y), y = βgµBHj

۲۶ / ۲۲ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

بریلوئن تابع

Bj(y) = (1 +
1

2j
) coth(1 +

1

2j
)y − 1

2j
coth

1

2j
y

۲۶ / ۲۳ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = NgµBjBj(y), y = βgµBHj

۲۶ / ۲۴ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس

کوانتومی تصویر
دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ = NgµB

(
(j +

1

2
) coth(j +

1

2
)x− 1

2
coth

1

2
x

)
, x = βgµBH

: H → 0 کوچک میدانهای حد در

⟨M⟩ ≃ NgµB

[(
1

x
+

1

3
(j +

1

2
)2x+ · · ·

)
−
(
1

x
+

1

12
x+ · · ·

)]

⟨M⟩ ≃ NgµBj(j + 1)

3
x+ · · ·

⟨M⟩ ≃
Ng2µ2

Bj(j + 1)

3kBT
H + · · ·

۲۶ / ۲۵ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پارامغناطیس
کوانتومی تصویر

کوچک میدانهای حد در دوقطبی گشتاور متوسط مقدار

⟨M⟩ ≃
Ng2µ2

Bj(j + 1)

3kBT
H + · · ·

مغناطیسی پذیرفتاری

χ = lim
H→0

∂⟨M⟩
∂H

χ =
Ng2µ2

Bj(j + 1)

3kBT
=

C

T
, C =

Ng2µ2
Bj(j + 1)

3kB

مغناطیسی پذیرفتاری کلاسیکی تصویر

χ =
Nµ2

3kBT
=

C

T
, C =

Nµ2

3kB

۲۶ / ۲۶ ۹۹ اسفند سوم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


