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آماری مکانیک
چهارم و بیست جلسه 

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۹۹ اسفند

۲۶ / ۱ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس

(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

ϵk =
ℏ2k2

2m

حالتها چگالی
g(ϵ) = 2

∑
k

δ(ϵ− ϵk)

∑
k

→ V

∫
d3k

(2π)3

g(ϵ) =
2V

(2π)3

∫
d3kδ(ϵ− ϵk), d3k = 4πk2dk

g(ϵ) =
V

π2

∫
k2dkδ(ϵ− ℏ2k2

2m
)

۲۶ / ۲ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

ϵk =
ℏ2k2

2m

حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

π2

∫
k2dkδ(ϵ− ℏ2k2

2m
)

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)

|f ′(xi)|
, f(xi)

ϵ− ℏ2k20
2m

= 0 ⇒ k0 =

√
2mϵ

ℏ2

δ(ϵ− ℏ2k2

2m
) =

δ(k − k0)
ℏ2k0
m

۲۶ / ۳ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

ϵk =
ℏ2k2

2m

حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

π2

∫
k2dkδ(ϵ− ℏ2k2

2m
)

δ(ϵ− ℏ2k2

2m
) =

δ(k − k0)
ℏ2k0
m

, k0 =

√
2mϵ

ℏ2

g(ϵ) =
V

π2

∫
k2dk

δ(k − k0)
ℏ2k0
m

=
V

π2

m

ℏ2k0

∫
k2dkδ(k − k0)

g(ϵ) =
V

π2

m

ℏ2k0
k20 =

V

π2

m

ℏ2
k0 =

V

π2

m

ℏ2

√
2mϵ

ℏ2
=

V

2π2

2m

ℏ2

√
2m

ℏ2
√
ϵ

۲۶ / ۴ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

ϵk =
ℏ2k2

2m
حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

2π2

2m

ℏ2

√
2m

ℏ2
√
ϵ

g(ϵ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ

ذرات تعداد و انرژي چشمداشتی مقدار

U =

∫ ∞

0
ϵg(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

N =

∫ ∞

0
g(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

۲۶ / ۵ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ

ذرات تعداد و انرژي چشمداشتی مقدار

U =

∫ ∞

0
ϵg(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ, N =

∫ ∞

0
g(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

fFⅮ(ϵ) =
1

1 + eβ(ϵ−µ)

۲۶ / ۶ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس

(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز
حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ

ذرات تعداد و انرژي چشمداشتی مقدار

U =

∫ ∞

0
ϵg(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ, N =

∫ ∞

0
g(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

داده زیر بصورت فرمی توزیع و (µ = ϵf ) فرمی انرژی با است برابر شیمیایی پتانسیل T → 0 در
می شود،

µ = ϵf anⅾ fFⅮ(ϵ) =

{
1 ϵ ≤ ϵf

0 ϵ > ϵf

۲۶ / ۷ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ

T → 0 دمای در ذرات تعداد و انرژي چشمداشتی مقدار

U =

∫ ϵf

0
ϵg(ϵ)dϵ, N =

∫ ϵf

0
g(ϵ)dϵ

U =

∫ ϵf

0
ϵg(ϵ)dϵ =

V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ϵf

0
ϵ
√
ϵdϵ =

V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 2

5
ϵ
5/2
f

N =

∫ ϵf

0
g(ϵ)dϵ =

V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 ∫ ϵf

0

√
ϵdϵ =

V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2 2

3
ϵ
3/2
f

۲۶ / ۸ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H = 0) مغناطیسی میدان غیاب در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g(ϵ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ

T → 0 دمای در ذرات تعداد و انرژي چشمداشتی مقدار

U =
V

5π2

(
2m

ℏ2

)3/2

ϵ
5/2
f , N =

V

3π2

(
2m

ℏ2

)3/2

ϵ
3/2
f

U

N
=

3

5
ϵf

U =
3

5
Nϵf

3π2N

V
=

(
2mϵf
ℏ2

)3/2

= k
3/2
f

ϵf =
ℏ2

2m
(3π2n)2/3

۲۶ / ۹ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

ϵk,↑ =
ℏ2k2

2m
− µBH, ϵk,↓ =

ℏ2k2

2m
+ µBH

حالتها چگالی

g↑(ϵ) =
∑
k

δ(ϵ− ϵk,↑), g↓(ϵ) =
∑
k

δ(ϵ− ϵk,↓)

∑
k

→ V

∫
d3k

(2π)3
, d3k = 4πk2dk

g↑↓(ϵ) =
V

(2π)3

∫
d3kδ(ϵ− ϵk,↑↓)

g↑↓(ϵ) =
V

(2π)3

∫
d3kδ(ϵ± µBH − ℏ2k2

2m
)

۲۶ / ۱۰ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

ϵk,↑ =
ℏ2k2

2m
− µBH, ϵk,↓ =

ℏ2k2

2m
+ µBH

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
V

(2π)3

∫
d3kδ(ϵ± µBH − ℏ2k2

2m
)

g↑(ϵ) =
V

2π2

∫
k2dk

δ(k − k0)
ℏ2k0
m

, k0 =

√
2m(ϵ+ µBH)

ℏ2

g↑(ϵ) =
V

2π2

mk0
ℏ2

, k0 =

√
2m(ϵ+ µBH)

ℏ2

g↑(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ+ µBH

۲۶ / ۱۱ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

ϵk,↑ =
ℏ2k2

2m
− µBH, ϵk,↓ =

ℏ2k2

2m
+ µBH

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
V

(2π)3

∫
d3kδ(ϵ± µBH − ℏ2k2

2m
)

g↓(ϵ) =
V

2π2

∫
k2dk

δ(k − k0)
ℏ2k0
m

, k0 =

√
2m(ϵ− µBH)

ℏ2

g↓(ϵ) =
V

2π2

mk0
ℏ2

, k0 =

√
2m(ϵ− µBH)

ℏ2

g↓(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ− µBH

۲۶ / ۱۲ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ+ µBH

g↓(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵ− µBH

اگر

g(ϵf ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵf

g↑(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵf

√
ϵ+ µBH

ϵf
=

1

2
g(ϵf )

√
ϵ+ µBH

ϵf

g↓(ϵ) =
V

4π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵf

√
ϵ− µBH

ϵf
=

1

2
g(ϵf )

√
ϵ− µBH

ϵf

۲۶ / ۱۳ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

https://spot.colorado.edu/~radzihov

۲۶ / ۱۴ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا

https://spot.colorado.edu/~radzihov
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

M = µB(N↑ −N↓) دوقطبی گشتاور محاسبه

N↑ =

∫ ∞

−µBH
g↑(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

N↓ =

∫ ∞

µBH
g↓(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

T → 0 دمای در

µ = ϵf anⅾ fFⅮ(ϵ) =

{
1 ϵ ≤ ϵf

0 ϵ > ϵf

N↑ =

∫ ϵf

−µBH
g↑(ϵ)dϵ

N↓ =

∫ ϵf

µBH
g↓(ϵ)dϵ

۲۶ / ۱۵ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

T → 0 دمای در M = µB(N↑ −N↓) دوقطبی گشتاور محاسبه

N↑ =

∫ ϵf

−µBH
g↑(ϵ)dϵ =

1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf

−µBH

√
ϵ+ µBHdϵ

N↓ =

∫ ϵf

µBH
g↓(ϵ)dϵ =

1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf

µBH

√
ϵ− µBHdϵ

x = ϵ+ µBH ⇒ dx = dϵ, N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf+µBH

0

√
xdx

y = ϵ− µBH ⇒ dy = dϵ, N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf−µBH

0

√
ydy

۲۶ / ۱۶ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

T → 0 دمای در M = µB(N↑ −N↓) دوقطبی گشتاور محاسبه

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf+µBH

0

√
xdx =

1

3
g(ϵf )ϵf

(
ϵf + µBH

ϵf

)3/2

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ϵf−µBH

0

√
ydy =

1

3
g(ϵf )ϵf

(
ϵf − µBH

ϵf

)3/2

می دانیم

g(ϵf ) =
V

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵf

۲۶ / ۱۷ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

پائولی پارامغناطیس

(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز
حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

T → 0 دمای در M = µB(N↑ −N↓) دوقطبی گشتاور محاسبه

N↑ =
V

6π2ℏ3
[2m(ϵf + µBH)]3/2

N↓ =
V

6π2ℏ3
[2m(ϵf − µBH)]3/2

M = µB(N↑ −N↓) =
V µB

6π2ℏ3
(
[2m(ϵf + µBH)]3/2 − [2m(ϵf − µBH)]3/2

)

۲۶ / ۱۸ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

پائولی پارامغناطیس

(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز
حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

T → 0 دمای در دوقطبی گشتاور

M =
V µB

6π2ℏ3
(
[2m(ϵf + µBH)]3/2 − [2m(ϵf − µBH)]3/2

)
مغناطیسی پذیرفتاری

χ = lim
H→0

∂M

∂H

χ =
V µ2

B

2π2ℏ3
(2m)3/2

√
ϵf = χ0

۲۶ / ۱۹ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

M = µB(N↑ −N↓) پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

N↑ =

∫ ∞

−µBH
g↑(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

N↓ =

∫ ∞

µBH
g↓(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ

N↑ =

∫ ∞

−µBH
g↑(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ =

1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

−µBH

√
ϵ+ µBHfFⅮ(ϵ)dϵ

N↓ =

∫ ∞

µBH
g↓(ϵ)fFⅮ(ϵ)dϵ =

1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

µBH

√
ϵ− µBHfFⅮ(ϵ)dϵ

۲۶ / ۲۰ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

حالتها چگالی

g↑↓(ϵ) =
1

2
g(ϵf )

√
ϵ± µBH

ϵf

M = µB(N↑ −N↓) پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

−µBH

√
ϵ+ µBHfFⅮ(ϵ)dϵ

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

µBH

√
ϵ− µBHfFⅮ(ϵ)dϵ

x = ϵ+ µBH ⇒ dx = dϵ, N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
xfFⅮ(x− µBH)dx

y = ϵ− µBH ⇒ dy = dϵ, N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
yfFⅮ(y + µBH)dy

۲۶ / ۲۱ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

M = µB(N↑ −N↓) پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
xfFⅮ(x− µBH)dx

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
x

1 + eβ[x−(ϵf+µBH)]
dx

سامرفلد بسط از استفاده ∫با ∞

0

√
x

1 + eβ[x−(ϵf+µBH)]
dx =

2

3
(ϵf+µBH)3/2+

π2

6
(kBT )

2 1

2
√
ϵf + µBH

+· · ·

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3
(ϵf + µBH)3/2 +

π2

12
(kBT )

2 1√
ϵf + µBH

+ · · ·

]

۲۶ / ۲۲ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

M = µB(N↑ −N↓) پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
yfFⅮ(y + µBH)dy

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

∫ ∞

0

√
y

1 + eβ[y−(ϵf−µBH)]
dy

سامرفلد بسط از استفاده ∫با ∞

0

√
y

1 + eβ[y−(ϵf−µBH)]
dx =

2

3
(ϵf−µBH)3/2+

π2

6
(kBT )

2 1

2
√
ϵf − µBH

+· · ·

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3
(ϵf − µBH)3/2 +

π2

12
(kBT )

2 1√
ϵf − µBH

+ · · ·

]

۲۶ / ۲۳ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

M = µB(N↑ −N↓) پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

N↑ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3
(ϵf + µBH)3/2 +

π2

12
(kBT )

2 1√
ϵf + µBH

+ · · ·

]

N↓ =
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3
(ϵf − µBH)3/2 +

π2

12
(kBT )

2 1√
ϵf − µBH

+ · · ·

]

M = µB
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3

(
(ϵf + µBH)3/2 − (ϵf − µBH)3/2

)
+

π2

12
(kBT )

2

(
1√

ϵf + µBH
− 1√

ϵf − µBH

)
+ · · ·

]

۲۶ / ۲۴ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

پایین دماهای در دوقطبی گشتاور دمایی وابستگی

M = µB
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3

(
(ϵf + µBH)3/2 − (ϵf − µBH)3/2

)
+

π2

12
(kBT )

2

(
1√

ϵf + µBH
− 1√

ϵf − µBH

)
+ · · ·

]
پایین دماهای در مغناطیسی پذیرفتاری

χ = lim
H→0

∂M

∂H

χ = µB
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3

(
3

2
µB

√
ϵf +

3

2
µB

√
ϵf

)
+

π2

12
(kBT )

2

(
−1

2
µBϵ

−3/2
f − 1

2
µBϵ

−3/2
f

)
+ · · ·

]
۲۶ / ۲۵ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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پائولی پارامغناطیس
(H ̸= 0) مغناطیسی میدان حضور در الکترونی گاز

پایین دماهای در مغناطیسی پذیرفتاری

χ = µB
1

2
g(ϵf )

1
√
ϵf

[
2

3

(
3

2
µB

√
ϵf +

3

2
µB

√
ϵf

)
+

π2

12
(kBT )

2

(
−1

2
µBϵ

−3/2
f − 1

2
µBϵ

−3/2
f

)
+ · · ·

]

χ = µ2
Bg(ϵf )

[
1 +

π2

24

(
kBT

ϵf

)2

+ · · ·

]

χ ≃
V µ2

B

2π2

(
2m

ℏ2

)3/2√
ϵf

[
1 +

π2

24

(
kBT

ϵf

)2
]

χ ≃ χ0

[
1 +

π2

24

(
kBT

ϵf

)2
]

۲۶ / ۲۶ ۹۹ اسفند چهارم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


