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.
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.

آماری مکانیک
هشتم و بیست جلسه 

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۹۹ اسفند

۲۳ / ۱ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.
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.
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.

.

میکروکانونیک آنسامبل
می حرکت نور سرعت و صفر جرم با که می شود ذراتی به مربوط تمییزناپذیر: نسبیتی فوق ایده آل گاز

کنند(فوتون).

H =

N∑
i

c|p⃗i|

|p⃗i| =
√
p2ix + p2iy + p2iz

تقریب

⟨p2ix⟩ = ⟨p2iy⟩ = ⟨p2iz⟩ =
1

3
⟨p2i ⟩√

⟨p2i ⟩ =
√
3⟨p2ix⟩ =

√
3⟨p2iy⟩ =

√
3⟨p2iz⟩

√یا
⟨p2i ⟩ =

1

3

(√
3⟨p2ix⟩+

√
3⟨p2iy⟩+

√
3⟨p2iz⟩

)
۲۳ / ۲ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

|p⃗i| =
√

p2ix + p2iy + p2iz

√تقریب
⟨p2i ⟩ =

1

3

(√
3⟨p2ix⟩+

√
3⟨p2iy⟩+

√
3⟨p2iz⟩

)
√
⟨p2i ⟩ =

√
3

3

(√
⟨p2ix⟩+

√
⟨p2iy⟩+

√
⟨p2iz⟩

)

|p⃗i| =
√
p2ix + p2iy + p2iz ≈

√
3

3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

۲۳ / ۳ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

.

.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

|p⃗i| =
√

p2ix + p2iy + p2iz ≈
√
3

3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

فاز فضای نهایی حجم

Φ(E, V,N) =
1

N !

1

h3N

∫ 3N∏
i

dqidpi

H≤E

۲۳ / ۴ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Φ(E, V,N) =
1

N !

1

h3N

∫ 3N∏
i

dqidpi

H≤E

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dp3N

c√
3
(|p1|+···+|p3N |)≤E

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dp3N

c√
3E

(|p1|+···+|p3N |)≤1

yi =
c

E
√
3
pi ⇒ dpi =

√
3E

c
dyi

۲۳ / ۵ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

∫
dp1 · · ·

∫
dp3N

c√
3E

(|p1|+···+|p3N |)≤1

yi =
c√
3E

pi ⇒ dpi =

√
3E

c
dyi

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

(√
3E

c

)3N ∫
dy1 · · ·

∫
dy3N

(|y1|+···+|y3N |)≤1∫
dy1 · · ·

∫
dy3N

(|y1|+···+|y3N |)≤1

=?

۲۳ / ۶ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

Vn =

∫
dq1 · · ·

∫
dqn

|q1|+···+|qn|≤R

= CnR
n, Cn =?

dVn = nCnR
n−1dR

دوبعد در

V2 =

∫
dx

∫
dy

(|x|+|y|)≤R

=
22

2!
R2

سه بعد در

V3 =

∫
dx

∫
dy

∫
dz

(|x|+|y|+|z|)≤R

=
23

3!
R3

nبعد در که داریم انتظار سه بعد و دوبعد در روند ادامه با

Vn =
2n

n!
Rn ⇒ Cn =

2n

n!
۲۳ / ۷ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

۲۳ / ۸ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.
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.

.

.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

۲۳ / ۹ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

Vn =

∫
dq1 · · ·

∫
dqn

|q1|+···+|qn|≤R

= CnR
n, Cn =?

dVn = nCnR
n−1dR

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) =

(∫ ∞

−∞
e−x1dx1

)
· · ·
(∫ ∞

−∞
e−xndxn

)
= 2n

(∫ ∞

0
e−x1dx1

)
· · ·
(∫ ∞

0
e−xndxn

)
= 2n

(∫ ∞

0
e−x1dx1

)n

= 2n∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) = 2n ۱

۲۳ / ۱۰ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

Vn =

∫
dq1 · · ·

∫
dqn

|q1|+···+|qn|≤R

= CnR
n, Cn =?

dVn = nCnR
n−1dR

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) = nCn

∫ ∞

0
Rn−1e−RdR

= nCn(n− 1)!

= Cnn!∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) = Cnn! ۲

۲۳ / ۱۱ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.
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.

.

.

میکروکانونیک آنسامبل

تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

Vn =

∫
dq1 · · ·

∫
dqn

|q1|+···+|qn|≤R

= CnR
n, Cn =?

dVn = nCnR
n−1dR

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) = 2n ۱

∫ ∞

−∞
dx1 · · ·

∫ ∞

−∞
dxne

−(x1+···+xn) = Cnn! ۲

۱ anⅾ ۲ ⇒ Cn =
2n

n!
⇒ Vn =

2n

n!
Rn

۲۳ / ۱۲ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

میکروکانونیک آنسامبل

تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

(√
3E

c

)3N ∫
dy1 · · ·

∫
dy3N

(|y1|+···+|y3N |)≤1∫
dq1 · · ·

∫
dqn

|q1|+···+|qn|≤R

=
2n

n!
Rn

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

(√
3E

c

)3N
23N

(3N)!

۲۳ / ۱۳ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

میکروکانونیک آنسامبل

تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =
N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Φ(E, V,N) =
1

N !

V N

h3N

(√
3E

c

)3N
23N

(3N)!

Φ(E, V,N) =
V N

N !

1

(3N)!

(
2
√
3E

hc

)3N

E ≤ H ≤ E + δE بازای حالتها تعداد

Ω(E, V,N) =
∂Φ

∂E
δE, |δE

E
| ≪ 1

۲۳ / ۱۴ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

میکروکانونیک آنسامبل

تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Φ(E, V,N) =
V N

N !

1

(3N)!

(
2
√
3E

hc

)3N

E ≤ H ≤ E + δE بازای حالتها تعداد

Ω(E, V,N) =
∂Φ

∂E
δE, |δE

E
| ≪ 1

Ω(E, V,N) =
V N

N !

3N

(3N)!

(
2
√
3E

hc

)3N
δE

E

۲۳ / ۱۵ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

Ω(E, V,N) =
V N

N !

3N

(3N)!

(
2
√
3E

hc

)3N
δE

E

S = NkB ln

V (2
√
3E

hc

)3
+ kB ln(3N) + kB ln

(
δE

E

)
−NkB lnN +NkB

− (3N)kB ln(3N) + (3N)kB

اینکه و

|δE
E

| ≪ 1 ⇒ ln

(
δE

E

)
→ 0, ln(3N) → 0

۲۳ / ۱۶ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل

تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c√
3
(|pix|+ |piy|+ |piz|)

S = NkB ln

V

N

(
2
√
3E

3Nhc

)3
+ 4NkB

S = NkB

ln

V

N

(
2
√
3E

3Nhc

)3
+ 4


S = NkB

(
ln

[
V

N

(
2E√
3Nhc

)3
]
+ 4

)

۲۳ / ۱۷ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

میکروکانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

S = NkB

(
ln

[
V

N

(
2E√
3Nhc

)3
]
+ 4

)
1

T
=

(
∂S

∂E

)
N,V

= 3NkB
E3N−1

E3N
=

3NkB
E

⇒ E = 3NkBT

p

T
=

(
∂S

∂V

)
N,E

= NkB
V N−1

V N
= NkB

1

V
⇒ pV = NkBT

pV = NkBT anⅾ E = 3NkBT ⇒ p =
1

3

E

V

−µ

T
=

(
∂S

∂N

)
V,E

= kB

(
ln

[
V

N

(
2E√
3Nhc

)3
]
+ 4

)
− 4kB

−µ

T
= kB ln

[
V

N

(
2E√
3Nhc

)3
]

۲۳ / ۱۸ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

Z =
1

N !h3N

∫
d3Npd3Nqe−βH(p)

Z =
V N

N !h3N

N∏
i

∫
d3pie

−βcpi

Z =
V N

N !h3N

(
4π

∫ ∞

0
p2e−βcpdp

)N

=
V N (4π)N

N !(βhc)3N

(∫ ∞

0
y2e−ydy

)N

y = βcp ⇒ dy = βcdp ⇒ 1

βc
dy = βcdp

۲۳ / ۱۹ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

کانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

Z =
V N (4π)N

N !(βhc)3N

(∫ ∞

0
y2e−ydy

)N

∫ ∞

0
y2e−ydy = 2!

Z =
V N (8π)N

N !(βhc)3N

F = −kBT lnZ = −NkBT ln

[
V (8π)

(βhc)3

]
+NkBT lnN −NkBT

۲۳ / ۲۰ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

F = −NkBT ln

[
V (8π)

(βhc)3

]
+NkBT lnN −NkBT

p = −
(
∂F

∂V

)
=

NkBT

V
⇒ pV = NkBT

S = −
(
∂F

∂T

)
= NkB ln

[
V (8π)

(βhc)3

]
+NkBT

3

T
−NkB lnN +NkB

S = NkB

(
ln

[
V (8π)

N(βhc)3

]
+ 4

)
۲۳ / ۲۱ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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کانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

F = −NkBT ln

[
V (8π)

(βhc)3

]
+NkBT lnN −NkBT

µ =

(
∂F

∂N

)
= −kBT ln

[
V (8π)

(βhc)3

]
+ kBT lnN

µ = −kBT ln

[
V (8π)

N(βhc)3

]

E = F+TS = −NkBT

(
ln

[
V (8π)

N(βhc)3

]
+ 1

)
+NkBT

(
ln

[
V (8π)

N(βhc)3

]
+ 4

)
E = 3NkBT

۲۳ / ۲۲ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

کانونیک آنسامبل
تمییزناپذیر نسبیتی فوق ایده آل گاز

H =

N∑
i

c|p⃗i|

S = NkB

(
ln

[
V (8π)

N(βhc)3

]
+ 4

)
= NkB

(
ln

[
8πV

N

(
kBT

hc

)3
]
+ 4

)

E = 3NkBT ⇒ kBT =
E

3N

S = NkB

(
ln

[
8πV

N

(
E

3Nhc

)3
]
+ 4

)
آنسامبل و میکروکانونیک آنسامبل روش از هر از آمده بدست انتروپی های که می دهد نشان بالا رابطه

نیستند. یکسان یکدیگر با کانونیک
۲۳ / ۲۳ ۹۹ اسفند هشتم) و بیست (جلسه آماری مکانیک قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


