
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۱ فیزیک
کروی مختصات دستگاه

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ بهمن

۳۱ / ۱ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

z r sin θ

r sin θ

y

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x

cos θ =
z

r

۳۱ / ۲ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

r sin θ sinϕ

z r sin θ

r sin θ

y

r s
in
θ c
os
ϕ

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

مکان بردار جهتهای

tanϕ =
y

x

cos θ =
z

r

۳۱ / ۳ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

r sin θ sinϕ

z r sin θ

r sin θ

y

r s
in
θ c
os
ϕ

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار جهتهای و بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

tanϕ =
y

x
, cos θ =

z

r
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

مکان بردار

r⃗ = (r sin θ cosϕ)̂i

+ (r sin θ sinϕ)ĵ

+ (r cos θ)k̂

۳۱ / ۴ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی مختصات دستگاه مختصه های

y

x

x

r sin θ sinϕ

z r sin θ

r sin θ

y

r s
in
θ c
os
ϕ

z

r
co
s
θ

r

p(r, θ, ϕ)

ϕ

θ

مکان بردار جهتهای و بزرگی

r =
√
x2 + y2 + z2

tanϕ =
y

x
, cos θ =

z

r
x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

مکان بردار

r⃗ = r[(sin θ cosϕ)̂i

+(sin θ sinϕ)ĵ

+(cos θ)k̂]

۳۱ / ۵ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردارهای

y

x

x

z

y

z

r⃗

r̂

ϕ

θ

خلاصه بطور

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

(x, y, z) → (r, θ, ϕ)

ϕ = tan−1
(y
x

)
, θ = cos−1

(z
r

)
r =

√
x2 + y2 + z2

x = r sin θ cosϕ

y = r sin θ sinϕ

z = r cos θ

r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

|r̂| = 1
۳۱ / ۶ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردارهای

y

x

x

z

y

z

r⃗

r̂

ϕ

θ θ̂

ϕ̂

ϕ̂

r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

|r̂| = 1

زیر بصورت ϕ̂ یکه بردار استوانه ای مختصات از
می شود، داده

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

|ϕ̂| = 1

رنگ صورتی صفحه ی در θ̂ و r̂ یکه  بردارهای
عمودند، ϕ̂ یکه بردار بر و هم بر و دارند قرار

r̂ · θ̂ = r̂ · ϕ̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0

۳۱ / ۷ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردارهای

y

x

x

z

y

z

r⃗

r̂

ϕ

θ θ̂
ϕ̂

r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

r̂ · θ̂ = r̂ · ϕ̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0

راستگردی خواص از می توان را θ̂ یکه بردار
آورد. بدست مختصات دستگاههای

ϕ̂× r̂ = θ̂

θ̂ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂

− sinϕ cosϕ 0
sinθ cosϕ sin θ sinϕ cos θ

∣∣∣∣∣∣
θ̂ = î cos θ cosϕ+ĵ cos θ sinϕ−k̂ sin θ

۳۱ / ۸ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

یکه بردارهای

y

x

x

z

y

z

r⃗

r̂

ϕ

θ θ̂
ϕ̂

r⃗ = rr̂

r̂ = î sin θ cosϕ+ĵ sin θ sinϕ+k̂ cos θ

ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

θ̂ = î cos θ cosϕ+ĵ cos θ sinϕ−k̂ sin θ

با آن جهت و هستند θ و ϕ تابع یکه ی بردارهای
می کند. تغییر θ و ϕ تغییر

عمودند، برهم دو به دو  یکه بردارهای

r̂ · θ̂ = r̂ · ϕ̂ = θ̂ · ϕ̂ = 0

راستگردند، یکه بردارهای

ϕ̂× r̂ = θ̂, r̂ × θ̂ = ϕ̂, θ̂ × ϕ̂ = r̂

۳۱ / ۹ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

r⃗ = rr̂

d

dt
r⃗ =

d

dt
(rr̂)

v⃗ =
dr

dt
r̂ + r

dr̂

dt
= ṙr̂ + r

dr̂

dt

r̂ = r̂(θ, ϕ)

dr̂ =
∂r̂

∂θ
dθ +

∂r̂

∂ϕ
dϕ

dr̂

dt
=

∂r̂

∂θ

dθ

dt
+

∂r̂

∂ϕ

dϕ

dt

dr̂

dt
=

∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

∂r̂

∂θ
=?,

∂r̂

∂ϕ
=?

۳۱ / ۱۰ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ
∂r̂

∂θ
= cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂ = θ̂

∂r̂

∂ϕ
= − sin θ sinϕî+ sin θ cosϕĵ = sin θϕ̂

v⃗ = ṙr̂ + r
dr̂

dt
dr̂

dt
=

∂r̂

∂θ
θ̇ +

∂r̂

∂ϕ
ϕ̇

dr̂

dt
= θ̇θ̂ + ϕ̇ sin θϕ̂

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rϕ̇ sin θϕ̂

۳۱ / ۱۱ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + rϕ̇ sin θϕ̂

dv⃗

dt
= r̈r̂ + ṙ

(
dr̂

dt

)
+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇

(
dθ̂

dt

)

+ ṙϕ̇ sin θϕ̂+ rϕ̈ sin θϕ̂+ rϕ̇θ̇ cos θϕ̂+ rϕ̇ sin θ

(
dϕ̂

dt

)

۳۱ / ۱۲ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

∂r̂

∂θ
= θ̂,

∂r̂

∂ϕ
= sin θϕ̂

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇θ̂ + ṙϕ̇ sin θϕ̂

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇

(
∂θ̂

∂θ
θ̇ +

∂θ̂

∂ϕ
ϕ̇

)

+ ṙϕ̇ sin θϕ̂+ rϕ̈ sin θϕ̂+ rϕ̇θ̇ cos θϕ̂+ rϕ̇ sin θ

(
∂ϕ̂

∂θ
θ̇ +

∂ϕ̂

∂ϕ
ϕ̇

)

۳۱ / ۱۳ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

∂θ̂

∂θ
= −r̂,

∂θ̂

∂ϕ
= cos θϕ̂

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇θ̂ + ṙϕ̇ sin θϕ̂

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂ + rθ̇ϕ̇ cos θϕ̂

+ ṙϕ̇ sin θϕ̂+ rϕ̈ sin θϕ̂+ rϕ̇θ̇ cos θϕ̂+ rϕ̇ sin θ

(
∂ϕ̂

∂θ
θ̇ +

∂ϕ̂

∂ϕ
ϕ̇

)

۳۱ / ۱۴ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

∂ϕ̂

∂θ
= 0,

∂ϕ̂

∂ϕ
= − cosϕî− sinϕĵ = −(sin θr̂ + cos θθ̂)

a⃗ = r̈r̂ + ṙθ̇θ̂ + ṙϕ̇ sin θϕ̂

+ ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ − rθ̇2r̂ + rθ̇ϕ̇ cos θϕ̂

+ ṙϕ̇ sin θϕ̂+ rϕ̈ sin θϕ̂+ rϕ̇θ̇ cos θϕ̂− rθ̇ϕ̇ sin2 θr̂ − rϕ̇2 sin θ cos θθ̂

۳۱ / ۱۵ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

شتاب و سرعت بردارهای

r = r(t), θ = θ(t), ϕ = ϕ(t)

r̂ = sin θ cosϕî+ sin θ sinϕĵ + cos θk̂

θ̂ = cos θ cosϕî+ cos θ sinϕĵ − sin θk̂

ϕ̂ = − sinϕî+ cosϕĵ

a⃗ = (r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ)r̂

+ (2ṙθ̇ + rθ̈ − rϕ̇2 sin θ cos θ)θ̂

+ (2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ + rϕ̈ sin θ)ϕ̂
ar = r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ

aθ = 2ṙθ̇ + rθ̈ − rϕ̇2 sin θ cos θ

aϕ = 2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ + rϕ̈ sin θ

۳۱ / ۱۶ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ϕ

θ

۳۱ / ۱۷ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ϕ

θ dθ

Rdθ

۳۱ / ۱۸ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

R sin θd
ϕ

ϕ dϕ

θ dθ

Rdθ

۳۱ / ۱۹ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

R sin θd
ϕ

ϕ dϕ

θ dθ

Rdθ

دیفرانسیلهای از شده تشکیل سطح
R sin θdϕ و Rdθ

dS = (Rdθ)(R sin θdϕ)

dS = R2 sin θdθdϕ

۳۱ / ۲۰ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

R

dS = R2 sin θdθdϕ

0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ ϕ ≤ 2π

S = R2

(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dϕ

)
S = R2 [− cos θ]π0 [ϕ]

2π
0 = 4πR2

۳۱ / ۲۱ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

dS = R2 sin θdθdϕ

0 ≤ θ ≤ π/2

0 ≤ ϕ ≤ 2π

S = R2

(∫ π/2

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dϕ

)
S = R2 [− cos θ]

π/2
0 [ϕ]2π0 = 2πR2

۳۱ / ۲۲ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

کروی دو بعدی−پوسته انتگرالگیری

x

y

z

dS = R2 sin θdθdϕ

0 ≤ θ ≤ π/2

0 ≤ ϕ ≤ π/2

S = R2

(∫ π/2

0
sin θdθ

)(∫ π/2

0
dϕ

)

S = R2 [− cos θ]
π/2
0 [ϕ]

π/2
0 =

1

2
πR2

۳۱ / ۲۳ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ϕ

θ

۳۱ / ۲۴ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

ϕ

θ dθ

dr

rdθ

۳۱ / ۲۵ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

r sin θ
dϕ

ϕ dϕ

θ dθ

dr

rdθ

۳۱ / ۲۶ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

r⃗

r sin θ
dϕ

ϕ dϕ

θ dθ

dr

rdθ

dr دیفرانسیلهای از شده تشکیل حجم
r sin θdϕ و rdθ ،

dV = (dr)(rdθ)(r sin θdϕ)

dV = r2 sin θdrdθdϕ

۳۱ / ۲۷ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

R

dV = r2dr sin θdθdϕ

0 ≤ r ≤ R

0 ≤ θ ≤ π

0 ≤ ϕ ≤ 2π

V =

(∫ R

0
r2dr

)(∫ π

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dϕ

)

V =

[
1

3
r3
]R
0

[− cos θ]π0 [ϕ]
2π
0 =

4

3
πR3

۳۱ / ۲۸ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

dV = r2dr sin θdθdϕ

0 ≤ r ≤ R

0 ≤ θ ≤ π/2

0 ≤ ϕ ≤ 2π

V =

(∫ R

0
r2dr

)(∫ π/2

0
sin θdθ

)(∫ 2π

0
dϕ

)

V =

[
1

3
r3
]R
0

[− cos θ]
π/2
0 [ϕ]2π0 =

2

3
πR3

۳۱ / ۲۹ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

dV = r2dr sin θdθdϕ

0 ≤ r ≤ R

0 ≤ θ ≤ π/2

0 ≤ ϕ ≤ π/2

V =

(∫ R

0
r2dr

)(∫ π/2

0
sin θdθ

)(∫ π/2

0
dϕ

)

V =

[
1

3
r3
]R
0

[− cos θ]
π/2
0 [ϕ]

π/2
0 =

1

6
πR3

۳۱ / ۳۰ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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سه بعدی انتگرالگیری

x

y

z

dV = r2dr sin θdθdϕ

R1 ≤ r ≤ R2

0 ≤ θ ≤ π/2

0 ≤ ϕ ≤ π/2

V =

(∫ R2

R1

r2dr

)(∫ π/2

0
sin θdθ

)(∫ π/2

0
dϕ

)

V =

[
1

3
r3
]R2

R1

[− cos θ]
π/2
0 [ϕ]

π/2
0 =

1

6
π(R3

2 −R3
1)

۳۱ / ۳۱ ۱۴۰۰ بهمن کروی مختصات دستگاه قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


