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mẍ = −sx ⇒ mẍ+ sx = 0

ẍ+ ω2
0x = 0 , ω0 =

r
s

m

نآ تاقتشم و یداهنشیپ باوج




x = Aert

ẋ = Arert

ẍ = Ar2ert
, A ̸= 0

نیاربانب ،دوشیمن رفص زگره        هک ییاجنآ زا ert

A
�
r2 +

s

m

�
ert = 0

r2 +
s

m
= 0

r± = ±i

r
s

m
= ±iω0

A+دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب       و. A−

x = A+e
iω0t +A−e

−iω0t
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x = A cosω0t+B sinω0t

x = A cos(ω0t+ ϕ)

هداس رگناسون باوج زرا مه یاهمرف

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب       و AB

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب       و Aϕ

:هداس رگناسون باوج فلتخم یاهمرف یسررب و صخشم هیلوا طیارش اب هلئسم لح

(
x0 = A+ +A−
v0 = iω0(A+ −A−)

x =
1

2
(x0 − iv0/ω0)e

iωt +
1

2
(x0 + iv0/ω0)e

−iωt

(
A+ +A− = x0

A+ −A− = −iv0/ω0

⇒
(
A+ = (x0 − iv0/ω0)/2

A− = (x0 + iv0/ω0)/2

x = x0
eiωt + e−iωt

2
+

v0
ω0

eiωt − e−iωt

2i

x = x0 cosω0t+
v0
ω0

sinω0t

x(t = 0) = x0 , v(t = 0) = ẋ(t = 0) = v0

x = A+e
iω0t +A−e

−iω0t , ẋ = iω0A+e
iω0t − iω0A−e

−iω0tلوا مرف
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مود مرف x = A cosω0t+B sinω0t , ẋ = −ω0A sinω0t+ ω0B cosω0t
(
x0 = A

v0 = ω0B

(
A = x0

B = v0/ω0

x = x0 cosω0t+
v0
ω0

sinω0t

موس مرف x = A cos(ω0t+ ϕ) , ẋ = −ω0A sin(ω0t+ ϕ)

(
x0 = A cosϕ

v0 = −ω0A sinϕ

(
A cosϕ = x0

A sinϕ = −v0/ω0

A =
q
x2
0 + (v0/ω0)2 , tanϕ = − v0

x0ω0

رگا x = A cos(ω0t+ ϕ) = A cosϕ cosω0t−A sinϕ sinω0t

x = x0 cosω0t+
v0
ω0

sinω0t
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x = A cos(ω0t+ ϕ)

x = A cosω0t cosϕ−A sinω0t sinϕ

(
A1 = A cosϕ

A2 −A sinϕ

x = A1 cosω0t+A2 sinω0t

X
fx = −T1 cos θ1 + T2 cos θ2

X
fy = −T1 sin θ1 − T2 sin θ2

sin θ1 =
yp

a2 + y2
, cos θ1 =

ap
a2 + y2

sin θ2 =
yp

(ℓ− a)2 + y2
, cos θ2 =

(ℓ− a)p
(ℓ− a)2 + y2

رگا

1.3

1.2

a ℓ− a

a ℓ− a

y
θ1 θ2

T1
T2
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X
fx = −T1 + T2

X
fy = mÿ

sin θ1 ≈ y

a
, cos θ1 ≈ 1

sin θ2 ≈ y

ℓ− a
, cos θ2 ≈ 1

X
fy = −T1

y

a
− T2

y

ℓ− a

T1 = T2 = T ⇒
(P

fx = 0
P

fy = −T
�

1
a + 1

ℓ−a

�
y

mÿ = −T

�
1

a
+

1

ℓ− a

�
y

ÿ +
T

m

�
1

a
+

1

ℓ− a

�
y = 0

ω0 =

s
T

m

�
1

a
+

1

ℓ− a

�

:کچوک یاه   یارب y
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dω0

da
= 0

d

da

1p
a(ℓ− a)

=
d

da

h
a−1/2(ℓ− a)−1/2

i
= 0

ω0 =

r
T

mℓ

s�
1

(a/ℓ)
+

1

1− (a/ℓ)

�

a/ℓ

ω0/

r
T

mℓ

−1

2
a−3/2(ℓ− a)−1/2 +

1

2
a−1/2(ℓ− a)−3/2 = 0
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1

2
a−1/2(ℓ− a)−1/2

�
−1

a
+

1

ℓ− a

�
= 0

a =
1

2
ℓ

a/ℓ =
1

2

x1 = A cos(ωt+ ϵ)

xn = A cos(ωt+ nϵ)

x2 = A cos(ωt+ 2ϵ)

...

x = x1 + x2 + · · ·+ xn

An cosϕn = A(cos ϵ+ cos 2ϵ+ · · ·+ cosnϵ)

An sinϕn = A(sin ϵ+ sin 2ϵ+ · · ·+ sinnϵ)

Ane
iϕn = A(eiϵ + e2iϵ + · · ·+ eniϵ)

1.7

x = An cos(ωt+ ϕn)

تاناسون یطخ بیکرت
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Ane
iϕn = Aeiϵ(1 + eiϵ + · · ·+ e(n−1)iϵ)

1 + z + z2 + · · · = 1

1− z
, |z| < 1

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 + zn + zn+1 + · · · = 1

1− z

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 + zn(1 + z + z2 + · · · ) = 1

1− z

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 + zn
�

1

1− z

�
=

1

1− z

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 =
1− zn

1− z

Ane
iϕn = Aeiϵ

1− eniϵ

1− eiϵ

Ane
iϕn = Aeiϵ

�
eniϵ/2

eiϵ/2

�
e−niϵ/2 − eniϵ/2

e−iϵ/2 − eiϵ/2

یسدنه یرس
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Ane
iϕn = Ae(n−1)iϵ/2

�
sinnϵ/2

sin ϵ/2

�




An cosϕn = A

�
sinnϵ/2
sin ϵ/2

�
cos(n− 1)ϵ/2

An sinϕn = A
�

sinnϵ/2
sin ϵ/2

�
sin(n− 1)ϵ/2

مینک یم عمج مه اب و میناسر یم  2  ناوت هب ار هطبار ود ره نیفرط

An = A

�
sinnϵ/2

sin ϵ/2

�

مینک یم میسقت یواست فرط ود ره رد لوا هطبار رب ار مود هطبار

tanϕn = tan(n− 1)ϵ/2

ϕn =
1

2
(n− 1)ϵ

1.8

x(t) =

(
−a 0 ≤ t ≤ T/2

a T/2 ≤ t ≤ T
, ω =

2π

T

x(t) = x(t+ T )
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x(t) = A0 +
∞X

n=1

An cosnωt+Bn sinnωt

A0 =
1

T

Z T

0

x(t)dt

An =
2

T

Z T

0

x(t) cosnωtdt

Bn =
2

T

Z T

0

x(t) sinnωtdt

A0 = 0

A0 =
1

T

Z T

0

x(t)dt =
1

T

"
−a

Z T/2

0

dt+ a

Z T

T/2

dt

#

An = 0

An =
2

T

Z T

0

x(t) cosnωtdt =
2

T

"
−a

Z T/2

0

cosnωtdt+ a

Z T

T/2

cosnωtdt

#

An =
2

T

�
− a

nω
[sinnωt]

T/2
0 +

a

nω
[sinnωt]

T
T/2

�

هیروف طسب
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Bn =
2

T

Z T

0

x(t) sinnωtdt =
2

T

"
−a

Z T/2

0

sinnωtdt+ a

Z T

T/2

sinnωtdt

#

Bn =
2

T

�
− a

nω
[− cosnωt]

T/2
0 +

a

nω
[− cosnωt]

T
T/2

�

Bn =
a

nπ
[(cosnπ − 1)− (1− cosnπ)]

Bn =
2a

nπ
[(−1)n − 1)] , n = 1, 2, · · ·

B2n+1 = − 4a

(2n+ 1)π
, n = 0, 1, · · ·

x(t) = −4a

π

∞X

n=0

sin(2n+ 1)ωt

2n+ 1

t/T

x/a
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)dashpot(  ریگ هبرض

نآ تاقتشم و یداهنشیپ باوج

ẍ+
Rm

m
ẋ+

s

m
x = 0

A

�
r2 +

Rm

m
r +

s

m

�
ert = 0





x = Aert

ẋ = Arert

ẍ = Ar2ert
, A ̸= 0

نیاربانب ،دوشیمن رفص زگره        هک ییاجنآ زا

r2 +
Rm

m
r +

s

m
= 0

r± = −Rm

2m
±

s�
Rm

2m

�2

− s

m

ert

 اریم رگناسون لح

mẍ = −sx−Rmẋ ⇒ mẍ+Rmẋ+ sx = 0

u = ẋ
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 اریم رگناسون



(Rm/2m) رگا
2 − s/m > 0

x = A+e
r+t +A−e

r−t

(Rm/2m) رگا
2 − s/m = 0

x = (A+Bt)e−(Rm/2m)t

اریم دنت

ینارحب یاریم

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب     و

A+دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب       و. A−

AB
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اریم دنک

.دنوشیم نییعت هیلوا طیارش زا هدافتسا اب     و AΦ

(Rm/2m)
2 − s/m < 0  رگا

τ =
1

α
=

2m

Rm

x = Ae−αt cos(ωdt+ Φ), ωd =
p

s/m− (Rm/2m)2, α = Rm/2m

x = Ae−αtcos(ωdt+ Φ)

تکرح هنماد

تکرح یناسون تمسق

1/e ینعی .دسریم دوخ هیلوا رادقم        هب تاناسون هنماد هک ینامز :یهابت لودم فیرعت
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:صخشم هیلوا طیارش اب هلئسم لح

x = Ae−αt cos(ωdt+ Φ), ωd =
q

ω2
0 − α2, ω0 =

p
s/m, α = Rm/2m

x(t = 0) = x0 , v(t = 0) = ẋ(t = 0) = v0

(
x0 = A cosΦ

v0 = −αA cosΦ− ωdA sinΦ
⇒

(
A cosΦ = x0

A sinΦ = −(v0 + αx0)/ωd

A =

s
x2
0 +

�
v0 + αx0

ωd

�2

Φ = tan−1

�
−v0 + αx0

ωdx0

�

x0:لوا صاخ تلاح = 1, v0 = 0, α = 0.1ω0

x/x0

ω0t



x/x0

ω0t

x0 = 1, v0 = 0, α = 0.2ω0 :مود صاخ تلاح

x/x0

ω0t

x0:موس صاخ تلاح = 1, v0 = 0, α = 0.3ω0
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u = ẋ

یناسون هتشاداو یورین لامعا تحت اریم رگناسون 

mẍ = −sx−Rmẋ+ f(t) , f(t) = F cosωt

mẍ+Rmẋ+ sx = F cosωt





x = A cosωt+B sinωt

ẋ = −ωA sinωt+ ωB cosωt

ẍ = −ω2A cosωt− ω2B sinωt

(
(s/m− ω2)A+Rmω/mB = F/m

−Rmω/mA+ (s/m− ω2)B = F/m

A =
F (s/m− ω2)/m

(s/m− ω2)2 + (Rmω/m)2
B =

F (Rmω/m)/m

(s/m− ω2)2 + (Rmω/m)2

x = − F (ω2 − s/m)/m

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2
cosωt+

F (Rmω/m)/m

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2
sinωt

x =
F/mp

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2
[− sinϕ cosωt+ cosϕ sinωt]

نآ تاقتشم و یداهنشیپ باوج
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لوا شور



mẍ+Rmẋ+ sx = F cosωt

رگا

sinϕ =
(ω2 − s/m)p

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2

cosϕ =
Rmω/mp

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2

x =
F/mp

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2
sin(ωt− ϕ)

x = Aeiωt, ẋ = iωAeiωt, ẍ = −ω2Aeiωt

ẍ+
Rm

m
ẋ+

s

m
x =

F

m
eiωt

mẍ+Rmẋ+ sx = Feiωt

(
x → x

Fcosωt → Feiωt
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x =
F/mp

(ω/m)2(ωm− s/ω)2 + (ω/m)2R2
m

sin(ωt− ϕ)

x =
F

ω
p

(ωm− s/ω)2 +R2
m

sin(ωt− ϕ)

x =
F

ωZm
sin(ωt− ϕ) u =

F

Zm
cos(ωt− ϕ)

مود شور



Xm = ωm− s/ωیکیناکم سناتکار فیرعت 

Zm =
p

R2
m + (mω − s/ω)2 =

p
R2

m +X2
m

Zm = Rm + iXm = ZmeiΘ

Θ = tan−1

�
Xm

Rm

�
= tan−1

�
mω − s/ω

Rm

�
 یکیناکم سنادپما یگرزب

 یکیناکم سنادپما زاف

−ω2Aeiωt +
Rm

m
iωAeiωt +

s

m
Aeiωt =

F

m
eiωt

A =
1

iω

F

Rm + i(ωm− s/ω)

x =
1

iω

F

Rm + i(ωm− s/ω)
eiωt

u =
dx

dt
=

F

Rm + i(ωm− s/ω)
eiωt

u =
1

Rm + i(ωm− s/ω)
(Feiωt) =

1

Rm + i(ωm− s/ω)
f(t)

u =
1

Zm
f(t)

Zm = Rm + i(ωm− s/ω)

طلتخم یکیناکم یدورو سنادپما فیرعت
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Rm > 0

 .دوش لیدبت امرگ هب دناوتیم هک تسا یژرنا فلاتا هناشن یقیقح تمسق
.تسا زافمه تعرس اب یلامعا یورین                 دراد تبثم یقیقح تمسق طقف سنادپما یتقو

Xm > مرج یشبنج یژرنا رد یژرنا0
Xm < 0 .دوشیم هریخذ رنف لیسناتپ یژرنا رد یژرنا                   .دوشیم هریخذ 

،تسا یموهوم سنادپما یتقو .تسا یژرنا هریخذ هناشن یموهوم تمسق
.تسا زافمه تعرس اب یلامعا یورین 



طسوتم ناوت و یاهظحل ناوت

Z T

0

cos2 ωtdt =
T

2
,

Z T

0

cosωt sinωtdt = 0

W (t) = F (t)v(t) =
F 2

Zm
cosωt cos(ωt− ϕ)

W̄ =
1

T

Z T

0

W (t)dt =
F 2

TZm

Z T

0

cosωt cos(ωt− ϕ)dt

W̄ =
F 2

TZm

Z T

0

�
cos2 ωt cosϕ+ cosωt sinωt sinϕ

�
dt

W̄ =
F 2

TZm

"
cosϕ

Z T

0

cos2 ωtdt+ sinϕ

Z T

0

cosωt sinωtdt

#
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W̄ =
F 2Rm

2Z2
m

W̄ =
F 2

2Zm
cosϕ

W̄ =
F 2Rm

2

1

R2
m + (mω − s/ω)2

cosϕ =
Rmω/mp

(ω2 − s/m)2 + (Rmω/m)2
=

Rm

Zm

W̄ =
F 2Rm

2m2ω2
0

1

(Rm/mω0)2 + ((ω/ω0)− (ω0/ω))2



درک فیرعت تیفیک روتکاف اب ار سنانوزر یزیت ناوت یم

Q =
ω0

ω2 − ω1

ω0

ω1ω2

ω1ω2

تسا  ) دیدشت (  سنانوزر سناکرف      
دنراد رارق سنانزور سناکرف نییاپ و لااب رد سناکرف ود       و     
.تسا دیدشت سناکرف رد طسوتم  ناوت رادقم فصن ربارب      و      رد طسوتم ناوت

ω/ω0

W̄/(F 2Rm/m2ω2
0)

Rm

Rm

( و تسا زیت  دیدشت (  سنانوزر دشاب کچوک        رگا
.تسا نهپ  ) دیدشت (  سنانوزر دشاب گرزب        رگا
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W̄ (ω1) = W̄ (ω2) =
1

2
W̄ (ω0) =

1

2
W̄max

رد ناوت هنیشیب

x− 1

x
= y ⇒

(
x3 = y/2 +

p
1 + y2/4 > 0

x4 = y/2−
p
1 + y2/4 < 0

x− 1

x
= −y ⇒

(
x1 = −y/2 +

p
1 + y2/4 > 0

x2 = −y/2−
p

1 + y2/4 < 0

1

2

1

y2
=

1

y2 + (x− 1/x)2
⇒ x− 1

x
= ±y

x = ω/ω0 , y = Rm/mω0

1

2

1

(Rm/mω0)2
=

1

(Rm/mω0)2 + ((ω/ω0)− (ω0/ω))2

W̄ =
1

2
W̄max

W̄max = W̄ (ω/ω0 = 1) =
F 2Rm

2m2ω2
0

1

(Rm/mω0)2

ω/ω0 = 1

1.15
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Q =
1

x3 − x1
=

1

y
=

mω0

Rm

x1 = ω1/ω0 , x3 = ω2/ω0

ω/ω0

ω1/ω0 ω2/ω0

W̄/(F 2Rm/m2ω2
0)

1

2
W̄max/(F

2Rm/m2ω2
0)

Rm =
mω0

Qای
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1.14
x =

F

ωZm
sin(ωt− ϕ)

v =
F

Zm
cos(ωt− ϕ)

Zm =
p

R2
m + (mω − s/ω)2 , ϕ = tan−1

�
mω − s/ω

Rm

�

Q =
mω0

Rm

ωسنانوزر سناکرف رد = ω0

x =
F

ω0Rm
sinω0t

v =
F

Rm
cosω0t

Zm = Rm , ϕ = 0

دویرپ ره رد هدش فرصم یژرنا

ω0 =
2π

T

Eave =

Z T

0

F (t)v(t)dt =

Z T

0

(F cosω0t)(
F

Rm
cosω0t)dt

Eave =
F 2

Rm

Z T

0

cos2 ω0tdt =
F 2

Rm

T

2

Eave =
πF 2

Rmω0
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یکیناکم یژرنا ممیزکام

E =
1

2
mv2 +

1

2
sx2

E =
1

2
m

�
F

Rm

�2

cos2 ωt+
1

2
s

�
F

ω0Rm

�2

sin2 ωt

ω2
0 =

s

m

E =
1

2
m

�
F

Rm

�2

cos2 ωt+
1

2
m

�
F

Rm

�2

sin2 ωt

Emax = E(t = 0) = E(t = T ) =
1

2
m

�
F

Rm

�2

Eave

Emax
=

πF 2/Rmω0

F 2m/2R2
m

=
2πRm

mω0
=

2π

Q

یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-شاعترا لوصا



x =
F

ωZm
sin(ωt− ϕ)

v =
F

Zm
cos(ωt− ϕ)

Zm =
p

R2
m + (mω − s/ω)2 , ϕ = tan−1

�
mω − s/ω

Rm

�

Fp
R2

m + (mω − s/ω)2
− 1

2

Fω2(m+ s/ω2)(mω − s/ω)p
(R2

m + (mω − s/ω)2)3
= 0

Fp
R2

m + (mω − s/ω)2

�
1− (mω + s/ω)(mω − s/ω)

R2
m + (mω − s/ω)2

�
= 0

(mω − s/ω)(mω + s/ω)− (mω − s/ω)2 = R2
m

(mω − s/ω)(mω + s/ω) = R2
m + (mω − s/ω)2

a = −Fω

Zm
sin(ωt− ϕ)

1.17

aamplitude =
Fωp

R2
m + (mω − s/ω)2

d

dω
aamplitude = 0
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(mω − s/ω)[(mω + s/ω)− (mω − s/ω)] = R2
m

(mω − s/ω)(2s/ω) = R2
m

1− ω2
0/ω

2 =
R2

m

2ms

ω2
0/ω

2 = 1− R2
m

2ms

ω =
ω0q

1− R2
m

2ms

, ω0 =

r
s

m

ω =
ω0q

1− R2
m

2m2ω2
0

Rmرگا =
√
sm

aamplitude(ω = ω0) ==
Fω0p

sm+ (mω0 − s/ω0)2
=

F

m

lim
ω/ω0→∞

aamplitude = lim
ω/ω0→∞

Fωp
sm+ (mω − s/ω)2

Fωp
sm+ (mω − s/ω)2

=
Fωp

m2ω2
0 +m2ω2

0((ω/ω0)− (ω0/ω))2

=
F

m

(ω/ω0)p
1 + ((ω/ω0)− (ω0/ω))2

=
F

m

(ω/ω0)

(ω/ω0)
p
(ω0/ω)2 + (1− (ω0/ω)2)2

=
F

m

1p
(ω0/ω)2 + (1− (ω0/ω)2)2
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lim
ω/ω0→∞

aamplitude = lim
ω/ω0→∞

Fωp
sm+ (mω − s/ω)2

=
F

m
lim

(ω/ω0)→∞
1p

(ω0/ω)2 + (1− (ω0/ω)2)2

=
F

m

lim
ω/ω0→∞

aamplitude = aamplitude(ω = ω0)
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