
یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-اههقرو و اههتسوپ-یاهشاعترا

y = y(x, z, t)

یلیطتسم هتسوپ کی رد یضرع جوم هلداعم

0 ≤ x ≤ ℓx , 0 ≤ z ≤ ℓz

σ =
M

ℓxℓz

Mهتسوپ مرج

هتسوپ یحطس یلاگچ

هتسوپ داعبا ℓx × ℓz

< میریگیم رظن رد مک هنماد اب ارنآ شاعترا و یئاریم نودب ،تخاونکی و عاجترا لباق ار هتسوپ 

.درک رظن هفرص نآ یتخس زا ناوتب هک کزان رایسب نینچمه و
.میریگیم رظن رد تخاونکی ار فلتخم یاهتهج رد ششک عیزوت و تباث هتسوپ یحطس یلاگچ  >
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x  روحم دادتما رد هدننادرگزاب یورین

دنیارب هدننادرگزاب یورین

z  روحم دادتما رد هدننادرگزاب یورین
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dmهک ییاجنآ زا = σdxdz

σdxdz
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y  دادتما رد هتسوپ تاشاعترا یارب نتوین مود نوناق
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اهریغتم یزاسادج
y(x, z, t) = X(x)Z(z)T (t)

1

T

d2T

dt2
= c2

�
1

X

d2X

dx2
+

1

Z

d2Z

dz2

�

رگا

رگا

k⃗ = x̂kx + ẑkz , k =
p

k2x + k2z

1

X

d2X

dx2
= −k2x ⇒ d2X

dx2
+ k2xX = 0 : X = Aeikxx +Be−ikxx

1

Z

d2Z

dz2
= −k2z ⇒ d2Z

dz2
+ k2zZ = 0 : Z = Ceikzz +De−ikzz

D,C,B,Aدنا طلتخم بیارض

∂2y

∂t2
= c2∇2y , c =

r
T

σ
, [T ] =

ورین
لوط
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d2T

dt2
+ ω2T = 0 , ω2 = c2k2 = c2(k2x + k2z)

یزرم طیارش لامعا

y(x = 0, z, t) = y(x = ℓx, z, t) = 0

y(x = 0, z, t) = X(x = 0) = 0 : A+B = 0 ⇒ B = −A

X(x) = A(eikxx − e−ikxx) = 2iA sin kxx

y(x = ℓx, z, t) = X(x = ℓx) = 0 : sin kxℓx = 0

y(x, z = 0, t) = y(x, z = ℓz, t) = 0

y(x, z = 0, t) = Z(z = 0) = 0 : C +D = 0 ⇒ D = −C

Z(z) = C(eikzz − e−ikzz) = 2iC sin kzz

y(x, z = ℓz, t) = Z(Z = ℓz) = 0 : sin kzℓz = 0

T = Geiωt

kxℓx = mπ , m = 1, 2, · · ·

Xm(x) ∼ sin(mπx/ℓx)

Zn(x) ∼ sin(nπz/ℓz)

kzℓz = nπ , n = 1, 2, · · ·
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ym,n(x, z, t) = Ym,n sin(mπx/ℓx) sin(nπx/ℓz)e
iωt

ym,n(x, z, t) = sin(mπx/ℓx) sin(nπx/ℓz)(am,n cosωt+ bm,n sinωt)

Ym,nتسا طلتخم بیرض

bm,n, am.nدنیایم تسدب هیلوا طیارش لامعا اب و دنا یقیقح بیارض

y(x, z, t) =
∞X

m,n=1

ym,n(x, z, t)

y(x, z, t) =
∞X

m,n=1

sin(mπx/ℓx) sin(nπx/ℓz)(am,n cosωt+ bm,n sinωt)

kx = mπ/ℓx , m = 1, 2, · · ·

kz = nπ/ℓz , n = 1, 2, · · ·

fm,n =
ωm,n

2π
=

c

2

s�
m

ℓx
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+

�
n
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�2

(m,n) = (1, یلصا سناکرف(1

m = n .دنتسه یلصا سناکرف یاهکینومراه            یازا هب یعرف یاهدم  >

m< دنتسین یلصا سناکرف یاهکینومراه            یازا هب یعرف یاهدم  ̸= n
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(m,n) = (2, 1)

(m,n) = (1, 1)



(m,n) = (2, 2)

(m,n) = (1, 2)
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ω = ckطیحم یطخ یگدنشاپ

y(r, t) = R(r)eiωtکینومراه تاشاعترا

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R = 0

درگ هتسوپ کی جوم هلداعم

∂2y

∂t2
= c2∇2y , c =

r
T

σ

∂2y

∂t2
= c2∇2y , c =

r
T

σ

y = y(r, θ, t) یبطق تاصتخم
(
x = r cos θ

z = r sin θ
and

(
r =

√
x2 + z2

tan θ = z/x

یبطق تاصتخم رد نیسلاپلا
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یاهریاد نراقت کی اب شاعترا :صاخ تلاح

اهریغتم یزاسادج
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= −ω2 ⇒ d2T

dt2
+ ω2T = 0 : T (t) ∼ eiωt
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J1(x) →
r

2

πx
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�
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4

�
, for x → ∞

J0(x) → 1− x2

4
, for x → 0 , J1(x) →

x
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4

�
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x
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Z
xJ0(x)dx = xJ1(x)

Z
J1(x)dx = −J0(x)

Z
xJ2

0 (x)dx =
x2

2
[J2

0 (x) + J2
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لسب عباوت صاوخ

d2Y

dx2
+

1

x

dY

dx
+

�
1− m2

x2

�
Y = 0

لوا عون مود عون

لسب لیسنارفید هلداعم

m : Y (x) = Jm(x) , m : Y (x) = Ym(x)
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ω = ckطیحم یطخ یگدنشاپ

y(r, t) = R(r)eiωtکینومراه تاشاعترا

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R = 0

رگا
(
x = kr

m = 0
⇒ R(r) = J0(kr)

d2Y

dx2
+

1

x

dY

dx
+

�
1− m2

x2

�
Y = 0 , m : Y (x) = Jm(x)

کینومراه تاشاعترا y(r, t) = J0(kr)e
iωt

یزرم طیارش
y(r = a, t) = 0 : J0(ka) = 0

f1 =
c

2πa
k1a = 2.405

c

2πa

f2 =
c

2πa
k2a = 5.520

c

2πa
=

5.520

2.405
f1

یلصا سناکرف

یعرف سناکرف
...

kna = 2.405, 5.520, 8.654, 11.792, · · ·

ωn = ckn =
c

a
kna =

c

a
(2.405, 5.520, 8.654, 11.792, · · · )

ωn = 2πfn

fn =
c

2πa
kna =

c

2πa
(2.405, 5.520, 8.654, 11.792, · · · )
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yn(r, t) = AnJ0(knr)e
iωnt

Anتسا طلتخم بیرض

y(r, t) =

∞X

n=1

yn(r, t)

دنیآیم تسدب هیلوا طیارش لامعا اب اه 

yn(r, t) = J0(knr)(an cosωnt+ bn sinωnt)

bn, an

bn, an

y(r, t) =
∞X

n=1

J0(knr)(an cosωnt+ bn sinωnt)

دنا یقیقح بیارض

اههرگ تیعقوم

ka = 2.405 : r/a = 1
ka = 5.520 : r/a = 0.436, 1
ka = 8.654 : r/a = 0.279, 0.638, 1
ka = 11.792 : r/a = 0.204, 0.468, 0.734, 1

J0(kr) = J0((ka)r/a)

اهنآ یاههرگ یسررب و فلتخم یاهدم رد رفص هبترم لسب عبات مسر



ka = 2.405

ka = 5.520
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ka = 8.654

ka = 11.792
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R̄n =
1

πa2

Z a

0

Rn(r)2πrdr

Rn(r) = AnJ0(knr)

Z
xJ0(x)dx = xJ1(x)

R̄n =
An

πa2

Z a

0

J0(knr)2πrdr

R̄n =
2An

(kna)2

Z kna

0

J0(x)xdx =
2An

(kna)2
(kna)J1(kna) =

2An

kna
J1(kna)

مینادیم

R̄n =
2An

kna
J1(kna)

.سکعلاب و دنوریم نییاپ یجراخ  یاههقلح دنریم لااب یلخاد اه هقلح هک یماگنه  >

.تسا یئزج ناکم رییغت یاراد یعرف یاه سناکرف رواجم یاوه هک تسا نآ شاعترا هنوگنیا هجیتت
( .درادن یفاک هدزاب  یعرف یاهسناکرف ( < اهسناکرف نیا رد لبط هتسوپ تهج نیدب 

.دنکیم رشتنم مک ار اهادص ینعی
دم ره رد هتسوپ راشتنا تردق نازیم شجنس فیرعت  >

n = 1 : R̄1 =
2A1

k1a
J1(k1a) =

2J1(2.405)

2.405
A1 = 0.432A1

n = 2 : R̄2 =
2A2

k2a
J1(k2a) =

2J1(5.520)

5.520
A2 = −0.123A2

رگا

.تسا رگید اهدم زا رتشیب یلصا دم رد توص راشتنا تردق ینعی

A1 = A2 ⇒ |R̄1| > |R̄2|
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ξ S

ξS

دراد هدش اجباج یاوه مجح نازیم هب یگتسب رتشیب یتوص جوم تایصوصخ  >

.تسین رثوم دایز توص راشتنا دروم حطس لکش و
<  هنماد رد     نآ حطس برضلصاح هکدرک لداعم یاهداس نوتسیپ هب ناوتیم ار جوم عبنم ره 

.دنکیم نییعت ار عبنم حطس هلیسو هب هدش اجباج یاوه مجح

هدش اجباج یاوه مجح  =

a = عاعش هب درگ هتسوپ یلصا دم رد هدش اجباج یاوه مجح  R̄1S = 0.432A1πa
2

)Kettledrum(  هراقن

تسا یراشف رییغت زا لصاح یورین ،شاعترا رد رثوم یاهورین زا یکی  >

تسا هتسوپ هب دودحم یهتسب یاضف رد دوجوم یاوه رد هک
.تسا هدش هدیشک تسوپ زا نآ یهناهد هک تسا یاهرکمین فرظ هراقن  >

.دزاس یم مکارتم و طسبنم ار فرظ نورد یاوه مجح ،دیآیم رد شاعترا هب تسوپ هک یماگنه  >

هتسوپ طاقن یمامت رد فرظ یاوه طاسبنا و مکارت زا لصاح راشف هک دوشیم ضرف اجنیا رد  >

 .دشاب تخاونکی



dP ∼ ȳ

dP V γ + γPV γ−1dV = 0

dP = −γ
P

V
dV

dP = −γ
P0

V0
dV

dV = πa2ȳ

dP = −γ
P0

V0
πa2ȳ

P0  دشاب V0  و ربارب هراقن فرظ یاوه راشف و مجح هک لداعت تلاح رد رگا  >

،دشاب هتسوپ طسوتم ناکم اب ربارب فرظ یاوه مجح رییغت رگا  >

میریگب لیسنارفید وررد هب دنیارف کی رد راشف و مجح نیب هطبار زا رگا  >

dV = πa2ȳ

γ = Cp/Cv

PV γ = P0V
γ
0 = const.

،مینکیم ضرف هتسوپ طسوتم ناکم رییغت اب ار بسانتم  ار راشف تارییغت  >

ربارب فرظ یاوه مجح رییغت ،هتسوپ طسوتم ناکم رییغت یارب  >

دوشیم
ینعی .مینکیم ضرف وردیب تروصب ار هراقن فرظ لخاد یاوه مجح رییغت اجنیا رد  >

هک
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یجراخ راشف رییغت زا یشان یورین روضح رد یعاعش نراقت اب جوم هلداعم  >

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
− γ

P0

V0σ
πa2ȳ

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
+

dP

σ
, [

dP

σ
] = m/s2
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رگا y(r, t) = R(r)eiωt

−ω2R = c2
�
d2R

dr2
+

1

r

dy

dr

�
− γ

P0

V0σ
πa2ȳ

هاگنآ

مینک میسقت  c2  رب ار نیفرط رگا

d2R

dr2
+

1

r

dy

dr
+ k2R =

γP0

V0c2σ

Z a

0

R(r)2πrdr

T = c2σ

T = c2σ

نوچ

هک مینکیم ضرف لااب هلداعم لح یارب
R(r) = A[J0(kr)− J0(ka)]

R(r) = AJ0(kr)

AJ0(ka)

= A
2πγP0

V0T

�Z a

0

J0(kr)rdr − J0(ka)

Z a

0

rdr

�

Z
xJ0(x)dx = xJ1(x)مینادیم

 تروصب نآ لح ،دشاب رفص لیسنارفید هلداعم تسار تمس رگا هک تسا تهج نادب ضرف نیا

 هلمج ،تسار تمس رد لارگتنا دوجو تلع هب و تسا

.دشاب هتشاد قیبطت یزرم طیارش اب  R(r)  ییاهن باوج ات تسا هدش هفاضا

d2R

dr2
+

1

r

dy

dr
+ k2R =

γP0

V0T

Z a

0

R(r)2πrdr

γP0

V0T

Z a

0

R(r)2πrdr = A
2πγP0

V0T

Z a

0

[J0(kr)− J0(ka)]rdr

γP0

V0T

Z a

0

R(r)2πrdr = A
πa2γP0

V0T

�
2

ka
J1(ka)− J0(ka)

�
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مینادیم J0(x) + J2(x) =
2

x
J1(x)

γP0

V0T

Z a

0

R(r)2πrdr = A
πa2γP0

V0T
J2(ka)

d2R

dr2
+

1

r

dy

dr
+ k2R = −Ak2J0(ka)

−Ak2J0(ka) = A
πa2γP0

V0T
J2(ka)

d2R

dr2
+

1

r

dy

dr
+ k2R =

γP0

V0T

Z a

0

R(r)2πrdr ⇒ −Ak2J0(ka) = A
πa2γP0

V0T
J2(ka)

−J0(ka) =
πa4γP0

V0T

J2(ka)

(ka)2

−J0(ka) = α
J2(ka)

(ka)2
, α =

πa4γP0

V0T

فرظ یاوه مکارت زا لصاح یورین
αهراقن هتسوپ ششک یورین =

πa5γP0/V0

T a
=

α

α

.تسا دعب نودب و تباث      >

.دراد هراقن هتسوپ ششک یورین و فرظ مکارت زا لصاح یورین هب یگتسب  >

.تسا کچوک     ،دشاب گرزب هراقن هتسوپ ششک یورین هاگره  >

(
−J0(ka) = αJ2(ka)

(ka)2

α = 0
⇒ J0(ka) = 0, ka = 2.405, 5.520, 8.654, · · ·
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α = 0 : ka = 2.405, 5.520, 8.654
α = 1 : ka = 2.544, 5.532, 8.657
α = 2 : ka = 2.674, 5.545, 8.660
α = 5 : ka = 3.020, 5.588, 8.670
α = 10 : ka = 3.487, 5.675, 8.690

دهدیم شیازفا ار سناکرف و  ka < ریداقم ،هراقن هساک دوجو  

درگ هتسوپ رد هتشاداو تاشاعترا

.دیآیم رد شاعترا هب یسونیس هتشاداو یورین ریثات تحت درگ هتسوپ مینکیم ضرف  >

دوشیم دراو  y < دادتما رد تخاونکی روطب نآ رب راشف 

p(t) = P cosωt

p(t) = Peiωt

یقیقح

طلتخم

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
+

p(t)

σ
, [

P

σ
] = m/s2

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
+

P

σ
eiωt

یداهنشیپ باوج  >

y(r, t) = R(r)eiωt

−ω2Reiωt = c2
�
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

�
eiωt +

P

σ
eiωt

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R = − P

σc2
= − P

T
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R(r) = AJ0(kr) +B

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R = − P

T ⇒ k2B = − P

T
⇒ B = − P

k2T

R(r) = AJ0(kr)−
P

k2T یزرم طیارش  >

y(r = a, t) = 0 ⇒ R(r = a) = 0

AJ0(ka)−
P

k2T
= 0 ⇒ A =

P

k2T

1

J0(ka)

نیاربانب
R(r) =

P

k2T

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�

y(r, t) = R(r)eiωt =
P

k2T

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
eiωt

P

σ
eiωt

ka = 2.405, 5.520, 8.654, 11.792, · · ·

J0(ka) = 0

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
+

P

σ
eiωt

.دراد هتسوپ ششک اب سوکعم تبسن و هتشاداو یورین اب میقتسم تبسن ناکم رییغت هنماد  >

هتشاداو یورین سناکرف هاگره  >

 هتسوپ دازآ یاهسناکرف زا یکی اب

تروصنیا رد  ،ددرگ ربارب

.دوشیم تیاهنیب ناکم رییغت هنماد و
هلداعم رد و دنتسه یئاریم یاهیورین هشیمه لمع رد  >

 دننام یاهلمج اب ار نآ ناوتیم

 .درب راکب
.دندرگیم دودحم ینیعم ریداقم هب ناکم رییغت هنماد یگرزب طیارش نیا رد  >

−(R/σ)(∂y/∂t)
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مینادیم J0(x) + J2(x) =
2

x
J1(x)

هتسوپ ییاجباج طسوتم

 یتوص جوم نآ رد هک  ،تسا ینزاخ نوفورکیم درگ مگارفاید رد ،هتشاداو هتسوپ درباک نیرتمهم
یرگید یزلف هحفص ربارب رد هتشاداو یورین داجیا هدش هدیشک کزان یزلف هتسوپ هب دروخرب رد
زا لصاح نزاخ تیفرظ رییغت ثعاب هتسوپ ناکم رییغت .دنکیم دراد رارق نآ لباقم رد هک
.دنکیم دیلوت هتسوپ طسوتم ناکم رییغت اب بسانتم یژاتلو و ددرگیم هحفص و هتسوپ

Z a

0

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
rdr =

a2

2J0(ka)

�
J1(ka)

(ka)
− J0(ka)

�

Z a

0

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
rdr =

1

k2J0(ka)

Z ka

0

J0(x)xdx−
Z a

0

rdr

مینادیم
Z

xJ0(x)dx = xJ1(x)

ȳ(t) =
1

πa2

Z a

0

y(r, t)2πrdr =
2P

(ka)2T
eiωt

Z a

0

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
rdr



یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-اههقرو و اههتسوپ-یاهشاعترا

Z a

0

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
rdr =

a2J2(ka)

2J0(ka)

ȳ(t) =
2P

(ka)2T
eiωt

Z a

0

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
rdr

لوط

.تسا  ka<<1  اهنآ رد هک نییاپ یاهسناکرف یارب :یدح تلاح

J0(ka) ≈ 1− (ka)2

4
, J2(ka) ≈

(ka)2

8

�
1− (ka)2

12

�

J2(ka)

J0(ka)
≈ (ka)2

8

�
1− (ka)2

12

� �
1− (ka)2

4

�−1

J2(ka)

J0(ka)
≈ (ka)2

8

�
1− (ka)2

12

� �
1 +

(ka)2

4

�
≈ (ka)2

8

�
1 +

(ka)2

6

�

ȳ(t) ≈ Pa2

8T

�
1 +

(ka)2

6

�
eiωt

ωa

c
< 1 ⇒ 2πfa

c
< 1

f <
1

2πa

r
T

σ

ȳ(t) =
P

k2T

J2(ka)

J0(ka)
eiωt =

Pa2

8T

8

(ka)2
J2(ka)

J0(ka)
eiωt , [

Pa2

T
] =

رگا ka < 1 ⇒

ȳamp

Pa2/8T
=

8

(ka)2
J2(ka)

J0(ka)

دیآیمن شیپ سنانزور ظاحل زا یلاکشا لااب یسناکرف یهدودحم رد
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y(r, t) = R(r)eiωt

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
−2β

∂y

∂t
+

P

σ
eiωt

∂2y

∂t2
+ 2β

∂y

∂t
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r

�
+

P

σ
eiωt

−

ω2 − 2iβω

�
Reiωt = c2

�
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

�
eiωt +

P

σ
eiωt

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ k2R = − P

T
, k2 =

ω2 − 2iβω

c2

k =
ω

c

�
1− 2iβ

ω

�1/2

کچوک یاه beta  ضرف اب

k =
ω

c

�
1− iβ

ω

�
= k

�
1− iβ

ω

�

y(r, t) =
P

k2T

�
J0(kr)

J0(ka)
− 1

�
eiωt

ȳ(t) =
P

k2T

J2(ka)

J0(ka)
eiωt =

Pa2

T

1

(ka)2
J2(ka)

J0(ka)
eiωt

ka

ȳamp/(Pa2/8T )
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درگ هتسوپ رد نراقتمان دازآ یاهشاعترا

∂2y

∂t2
= c2

�
∂2y

∂r2
+

1

r

∂y

∂r
+

1

r2
∂2y

∂θ2

�

y = y(r, θ, t)

y(r, θ, t) = R(r)Θ(θ)eiωt

−ω2 = c2
�
1

R

�
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

�
+

1

r2
1

Θ

d2Θ

dθ2

�

1

Θ

d2Θ

dθ2
= −m2 ⇒ d2Θ

dθ2
+m2Θ = 0

−k2 =
1

R

�
d2R

dr2
+

1

r

dR

dr

�
− m2

r2

d2R

dr2
+

1

r

dR

dr
+ (k2 − m2

r2
)R = 0

x = kr :
d2R

dx2
+

1

x

dR

dx
+ (1− m2

x2
)R = 0



x = kr :
d2R

dx2
+

1

x

dR

dx
+ (1− m2

x2
)R = 0

d2Θ

dθ2
+m2Θ = 0 , Θ(θ) = eimθ

Rm(r) = Jm(kr)

تسا یقیقح بیرض amn

y(r = a, θ, t) = 0 : Jm(ka) = 0

Amn

y(r, θ, t) = y(r, θ + 2π, t) : Θ(θ) = Θ(2π + θ)

ei2πm = 1 ⇒ m = 0, 1, 2, · · ·

یاهرود طیارش لامعا

یزرم طیارش لامعا

ymn(r, θ, t) = AmnJm(kmnr)e
imθeiωmnt

ymn(r, θ, t) = amnJm(kmnr) cos(mθ + αmn) cos(ωmnt+ ϕmn)

ωmnهک تسا طلتخم بیرض = ckmn

m = 0 : ka = 2.405, 5.520, 8.654, 11.792, · · ·
m = 1 : ka = 3.832, 7.016, 10.173, 13.324, · · ·
m = 2 : ka = 5.136, 8.417, 11.620, 14.796, · · ·
...

(m,n) = (1, 1)
ka = 3.832
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(m,n) = (1, 2)
ka = 7.016

(m,n) = (1, 3)
ka = 10.173

(m,n) = (2, 1)
ka = 5.136

(m,n) = (2, 2)
ka = 8.417
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(m,n) = (2, 3)
ka = 11.620

کزان یاه قرو شاعترا

∂2y

∂t2
= − κ2Y

ρ(1− σ2)
∇4y

ρ: یمجح یلاگچ

Y: گنای لودم

دوشیم هداد ریز تروصب درگ کزان قرو یضرع جوم هلداعم ، نراقتم یاهشاعترا یارب

نوساوپ تبسن :

κ: نویساریژ عاعش

σ =
قرو یضرع مکارت

قرو یلوط طاسبنا

قرو یضرع مکارت = −∂ζ/∂z قرو یلوط طاسبنا = ∂ξ/∂z

هک تسا نیا رد کزان قرو و هتسوپ یاهشاعترا یساسا قرف
 دوشیم داجیا نآ فارطا هب دراو ششک زا هتسوپ رپ هدننادرگزاب یورین
ددرگیم رادیدپ هقرو سنج یتخس رثا رد ورین نیا کزان قرو رد هکیتروصرد

κ2Y

ρ(1− σ2)

κ2Y

ρ
.تسا          هلیم یضرع شاعترا بیرض هباشم                  بیرض  >

.دنرادن یناسکی راتفر کزان قرو یضرع تاشعترا و هلیم یضرع تاشاعترا اما  >

شیازفا ببس هدیدپ نیا .سکعلاب و تسا هارمه قرو یضرع مکارت اب قرو یلوط طاسبنا ره  >

.دوشیم قرو یتخس
.تسا تبثم یددع هتسویپ نوساوپ تبسن و تسا تبثم یضرع مکارت ،تبثم یلوط طاسبنا اب  >

.تسا  0.3 < ربارب ابیرقت نوساوپ تبسن یددع رادقم 
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هداس کینومراه تاشاعترا
y(r, t) = R(r)eiωtیداهنشیپ باوج

∂2y

∂t2
= − κ2Y

ρ(1− σ2)
∇4y

−ω2R = − κ2Y

ρ(1− σ2)
∇4R ⇒ ∇4R =

ω2ρ(1− σ)

κ2Y
R

K4 =
ω2ρ(1− σ)

κ2Y
رگا

∇4R = K4R ⇒ (∇4 −K4)R = 0

(∇2 −K2)(∇2 +K2)R = 0

(∇2 −K2)R = 0 or (∇2 +K2)R = 0

(∇2 −K2)R = 0 :
dR

dr
+

1

r

dR

dr
+K2R = 0 ⇒ R(r) = J0(Kr)

(∇2 +K2)R = 0 :
dR

dr
+

1

r

dR

dr
−K2R = 0 ⇒ R(r) = I0(Kr)

یزرم طیارش

نیاربانب
y(r, t) = R(r)eiωt = [AJ0(Kr) +BI0(Kr)]eiωt

y(r = a, t) = 0 ,
∂y

∂r
(r = a, t) = 0

y(r = a, t) = 0 : AJ0(Ka) +BI0(Ka) = 0 ⇒ B = −A
J0(Ka)

I0(Ka)

y(r, t) = A

�
J0(Kr)− J0(Ka)

I0(Ka)
I0(Kr)

�
eiωt

ای ω = κK2

s
Y

ρ(1− σ)
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هدش حلاصا لسب لیسنارفید هلداعم

d2Y

dx2
+

1

x

dY

dx
−

�
1 +

m2

x2

�
Y = 0

m : Y (x) = Im(x)

.تسا یموهوم رادقم کی  x < رییغتم 

مود عون و لوا عون هدش حلاصا لسب طابترا  >

m : Y (x) = Km(x)

یتشگزاب طباور

ارگاو
xارگمه → 0 :

x → ∞ :

x → 0 :

x → ∞ : ارگمه

In−1(x)− In+1(x) =
2n

x
In(x)

Kn−1(x)−Kn+1(x) = −2n

x
Kn(x)

Im(x) = i−mJm(x)

مود عون لسب و مود عون هدش حلاصا لسب نیب هطبار

لوا عون لسب و لوا عون هدش حلاصا لسب نیب هطبار

Km(x) =
π

2
im+1[Jm(ix) + iYm(ix)]



یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-اههقرو و اههتسوپ-یاهشاعترا

هدش حلاصا لسب لیسنارفید هلداعم

تاقتشم

d

dx
I0(x) = I1(x)

d

dx
K0(x) = −K1(x)

d

dx
In(x) =

1

2
[In−1(x) + In+1(x)]

d

dx
Kn(x) = −1

2
[Kn−1(x) +Kn+1(x)]

Zدیفم یاهلارگتنا
xI0(x)dx = xI1(x)

Z
I1(x)dx = I0(x)

Z
xI1(x)dx = xI0(x)−

Z
I0(x)dx

یزرم طیارش
y(r, t) = A

�
J0(Kr)− J0(Ka)

I0(Ka)
I0(Kr)

�
eiωt

∂y

∂r
(r = a, t) = 0 : −KJ1(Ka)−K

J0(Ka)

I0(Ka)
I1(Ka) = 0

J0(Ka)

J1(Ka)
= −I0(Ka)

I1(Ka)

.دیآیم تسدب فلتخم یاهسناکرف یارب لااب هطبار زا ،یددع تروصب ، Ka  رادقم

Kna = 3.20, 6.30, 9.44, 12.57, · · ·



یرفظم اضردمحم-مق هاگشناد کیزیف هورگ-اههقرو و اههتسوپ-یاهشاعترا

f(Ka) = J0(Ka)I1(Ka) + J1(Ka)I0(Ka)

yn(r, t) = An

�
J0(Knr)−

J0(Kna)

I0(Kna)
I0(Knr)

�
eiωnt

Anتسا طلتخم بیرض

Anتسا یقیقح بیرض

yn(r, t) = An cos(ωnt+ ϕn)

�
J0(Knr)−

J0(Kna)

I0(Kna)
I0(Knr)

�

ωn = κK2
n

s
Y

ρ(1− σ)
= (Kna)

2

"
κa2

s
Y

ρ(1− σ)

#

فلتخم یاههزاب رد  ) اه Ka(  هرگ طاقن



یلصا دم رد درگ کزان قرو ناکم رییغت

y1(r, t) = An cos(ω1t+ ϕ1)

�
J0(K1r)−

J0(K1a)

I0(K1a)
I0(K1r)

�

K1a = 3.20

K4a = 12.57K3a = 9.44

K2a = 6.30

K1a = 3.20 :
J0(K1a)

I0(K1a)
= −0.0555

= J0(3.20r/a) + 0.0555I0(3.20r/a)درگ کزان قرو یلصا دم هنماد
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درگ هتسوپ یلصا دم هنماد = J0(2.405r/a)

.تسا رتکچوک هباشم عاعش اب درگ هتسوپ ناکم رییغت زا درگ کزان قرو ناکم رییغت ،یبسن روطب

=
1

πa2

Z a

0

J0(2.405r/a)2πrdr

= 2

Z 1

0

J0(2.405x)xdx

=
2

2.405
J1(2.405) = 0.432

=
1

πa2

Z a

0

[J0(3.20r/a) + 0.0555I0(3.20r/a)]2πrdr

= 2

Z 1

0

[J0(3.20x) + 0.0555I0(x)]xdx

=
2

3.20
[J1(3.20) + 0.0555I1(3.20)] = 0.309

درگ کزان قرو شاعترا هنماد طسوتم

درگ هتسوپ شاعترا هنماد طسوتم


