
.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

۱ فیزیک
بردارها

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۱۲۳ / ۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها

می شوند، تقسیم دسته سه به فیزیکی کمیتهای کلی بطور

(Sⅽaⅼar) اسکالر کمیتهای ◀

دارند. بزرگی فقط

... و انرژی زمان، دما، جرم، مانند:

(Veⅽtor) برداری کمیتهای ◀

می باشند. نیز فضایی جهتگیری شامل بزرگی بر علاوه

... و مغناطیسی میدان الکتریکی، میدان نیرو، شتاب، سرعت، مکان، تغییر مانند:

(Tensor) تانسوری کمیتهای ◀

... آینده به وکول م

۱۲۳ / ۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗

A = |A⃗|

B⃗ = −A⃗

B = |B⃗| = |−A⃗| = A

A⃗
Â

Â =
A⃗

A
, |Â| = 1

B⃗
B̂

B̂ =
B⃗

B
=

−A⃗

A
= −Â, |B̂| = 1

۱۲۳ / ۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗ = AÂÂ

A = |A⃗|, Â =
A⃗

A
, A⃗ = AÂ

B⃗ =
1
2
A⃗

B̂

B = |B⃗| = |1
2
A⃗| = 1

2
|A⃗| = 1

2
A

B̂ =
B⃗

B
=

1
2A⃗
1
2A

=
A⃗

A
= Â

C⃗ = 2A⃗

Ĉ

C = |C⃗| = |2A⃗| = 2|A⃗| = 2A

Ĉ =
C⃗

C
=

2A⃗

2A
=

A⃗

A
= Â

۱۲۳ / ۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

جهت و اندازه

A⃗ = AÂÂ

A = |A⃗|, Â =
A⃗

A
, A⃗ = AÂ

B⃗ =
1
2
A⃗

B̂

B = |B⃗| = 1

2
A, B̂ = Â

B⃗ = |B⃗|B̂ =
1

2
AÂ =

1

2
A⃗

C⃗ = 2A⃗

Ĉ

C = |C⃗| = 2A, Ĉ = Â

C⃗ = |C⃗|Ĉ = 2AÂ = 2A⃗

۱۲۳ / ۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

مثلثی روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

B⃗

مثلثی روش با B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗
A⃗

۱۲۳ / ۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

مثلثی روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗ B⃗

A⃗ B⃗

A⃗+ B⃗

مثلثی روش با B⃗ + A⃗ برداری جمع

B⃗
A⃗

B⃗
A⃗

B⃗ + A⃗

۱۲۳ / ۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

۱۲۳ / ۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗

۱۲۳ / ۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

متوازی الاضلاع روش با A⃗+ B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗

C⃗

۱۲۳ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗ = B⃗ + A⃗ که می گیریم نتیجه متوازی الاضلاع روش و مثلثی روش مقایسه از

A⃗

B⃗

C⃗

A⃗ B⃗

A⃗+ B⃗ B⃗
A⃗

B⃗ + A⃗

۱۲۳ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

−B⃗

A⃗ B⃗

−B⃗

۱۲۳ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗ A⃗
+
(−

B⃗
)

A⃗

−B⃗

A⃗
+
(−

B⃗
)

۱۲۳ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗+ (−B⃗) = A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

۱۲۳ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

−B⃗

A⃗ B⃗

−B⃗

۱۲۳ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

A⃗−B⃗

A⃗

A⃗

−B⃗

A⃗

۱۲۳ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

−B⃗ + A⃗ برداری جمع

−B⃗

A⃗

(−
B⃗
)
+

A⃗

−B⃗

A⃗

(−
B⃗
)
+

A⃗

۱۲۳ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع

A⃗

B⃗

A⃗+ (−B⃗) = (−B⃗) + A⃗ = A⃗− B⃗ برداری جمع

A⃗

−B⃗

A⃗
−
B⃗

A⃗

−B⃗

A⃗
−

B⃗

−B⃗

A⃗

−
B⃗

+
A⃗

۱۲۳ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بردارها هندسی جمع
خود جهت معکوس با بردار یک جمع

A⃗

−A⃗

A⃗+ (−A⃗) = (−A⃗) + A⃗ = 0

A⃗ = 0 + A⃗ = A⃗+ 0

۱۲۳ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗

B⃗

C⃗

B⃗

C⃗

۱۲۳ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

۱۲۳ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

(A⃗+ B⃗) + C⃗

۱۲۳ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗

۱۲۳ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ برداری جمع

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗

A⃗
B⃗

C⃗B⃗ + C⃗
A⃗+ (B⃗ + C⃗)

۱۲۳ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری جمع شرکت پذیری خاصیت

A⃗ B⃗

C⃗

A⃗+ B⃗ + C⃗ = (A⃗+ B⃗) + C⃗ = A⃗+ (B⃗ + C⃗) برداری جمع

A⃗
B⃗

A⃗+ B⃗ C⃗

(A⃗+ B⃗) + C⃗

A⃗
B⃗

B⃗ + C⃗
C⃗

A⃗+ (B⃗ + C⃗)

۱۲۳ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

برداری ضرب
می شوند، تقسیم دسته دو به برداری ضرب کلی بطور

(inner product) داخلی  ضرب ◀

است. اسکالر یک بردار دو داخلی حاصلضرب نتیجه

... و خارجی میدان حضور در دوقطبی یک انرژی محاسبه کار، محاسبه کاربردها:

(cross product or vector product or outer product) خارجی ضرب ◀

است. بردار یک بردار دو خارجی حاصلضرب نتیجه

... و زاویه ای حرکت اندازه محاسبه نیرو، گشتاور محاسبه کاربردها:

۱۲۳ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

بردار دو زاویه ی بررسی

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗
B⃗

B⃗

A⃗

A⃗

B⃗

A⃗

A⃗

۱۲۳ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

بردار دو زاویه ی بررسی

B⃗

A⃗

A⃗
B⃗

θ

B⃗

A⃗

θ B⃗

A⃗

θ

۱۲۳ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

بردار دو داخلی ضرب محدوده ی

0 ≤ θ ≤ π ⇒ −1 ≤ cos θ ≤ 1

−AB ≤ AB cos θ ≤ AB

−AB ≤ A⃗ · B⃗ ≤ AB

بردار دو داخلی ضرب خاص حالتهای

θ = 0 ⇒ A⃗ · B⃗ = AB

θ = π ⇒ A⃗ · B⃗ = −AB

θ = π/2 ⇒ A⃗ · B⃗ = 0

۱۲۳ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

B⃗ بردار راستا بر A⃗ بردار تصویر

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

A⃗ · B⃗
B

= A cos θ

A⃗ · B̂ = A cos θ

B̂

A⃗

θ

A⃗

A cos
θ

θ

۱۲۳ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ بردار راستا بر B⃗ بردار تصویر

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

A⃗

A
· B⃗ = B cos θ

Â · B⃗ = B cos θ

B⃗

Â
θ

B⃗

B
cos θ

θ

۱۲۳ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

کوسینوسها قانون

C⃗ · C⃗ = (A⃗+ B⃗) · (A⃗+ B⃗)

C⃗ · C⃗ = A⃗ · A⃗+ B⃗ · B⃗+ A⃗ · B⃗+ B⃗ · A⃗

C⃗ · C⃗ = C2, A⃗ · A⃗ = A2

B⃗ · B⃗ = B2, A⃗ · B⃗ = B⃗ · A⃗

۱۲۳ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

کوسینوسها قانون

C⃗ · C⃗ = (A⃗+ B⃗) · (A⃗+ B⃗)

C2 = A2 +B2 + 2A⃗ · B⃗

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

C2 = A2 +B2 + 2AB cos θ

۱۲۳ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B A

C

γ

θ

کوسینوسها قانون

C2 = A2 +B2 + 2AB cos θ

γ = π − θ ⇒ cos γ = cos(π − θ)

cos γ = − cos θ

C2 = A2 +B2 − 2AB cos γ

۱۲۳ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب

B⃗

A⃗

بردار دو خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

A⃗
B⃗

θ

B⃗

A⃗

θ B⃗

A⃗

θ

۱۲۳ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
بردار دو خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

بردارها بوسیله شده تشکیل الاضلاع متوازی سطح مساحت

S = |A⃗× B⃗| = AB sin θ

B⃗

A⃗

θ

S = BH = B(A sin θ)

B

A

A
sin

θ

θ

S = AH = A(B sin θ)

B

A

B
si
n
θ

θ

۱۲۳ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

۱۲۳ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗
×
B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗
×
A⃗

۱۲۳ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

۱۲۳ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
راست دست قاعده از استفاده با بردار دو خارجی ضرب جهت تعیین

B⃗

A⃗
×
B⃗

A⃗

B⃗

A⃗

B⃗
×
A⃗

A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗ ⇒ |A⃗× B⃗| = |B⃗ × A⃗|

بردار دو خارجی ضرب محدوده ی

0 ≤ sin θ ≤ 1

0 ≤ |A⃗× B⃗| ≤ AB

بردار دو خارجی ضرب خاص حالتهای

θ = 0, π ⇒ A⃗×B⃗ = 0 or |A⃗×B⃗| = 0

θ = π/2 ⇒ |A⃗× B⃗| = AB

۱۲۳ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

سینوسها قانون

C⃗×C⃗ = (A⃗+ B⃗)×C⃗

0 = A⃗× C⃗ + B⃗ × C⃗

A⃗× C⃗ = −B⃗ × C⃗

|A⃗× C⃗| = |B⃗ × C⃗|

۱۲۳ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

α

β

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |B⃗ × C⃗|

AC|sinβ| = BC|sinα|

|sinβ|
B

=
|sinα|
A

۱

۱۲۳ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

سینوسها قانون

A⃗×C⃗ = A⃗×(A⃗+ B⃗)

A⃗× C⃗ = A⃗× A⃗+ A⃗× B⃗

A⃗× C⃗ = 0 + A⃗× B⃗

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

۱۲۳ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

β

γ

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

AC|sinβ| = AB|sin θ|

sin θ = sin(π − γ) = sin γ

AC|sinβ| = AB|sin γ|

۱۲۳ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

β

γ

سینوسها قانون

|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗|

AC|sinβ| = AB|sin γ|

|sinβ|
B

=
|sin γ|
C

۲

۱۲۳ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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خارجی ضرب
خارجی ضرب بزرگی تعریف

|A⃗× B⃗| = AB| sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

B⃗ A⃗

C⃗ = A⃗+ B⃗

θ

α

β

γ

سینوسها قانون

|sinβ|
B

=
|sinα|
A

۱

|sinβ|
B

=
|sin γ|
C

۲

|sinα|
A

=
|sinβ|
B

=
|sin γ|
C

۱۲۳ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

V = hS

h
S
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

کنیم، می اعمال زیر شکل مطابق را C⃗ و B⃗ ، A⃗ بردار سه

B⃗

A⃗

C⃗
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

شده تشکیل سطح مساحت محاسبه
B⃗ و A⃗ بردارهای بوسیله ی

S = |A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

سطح بر عمود یکه بردار محاسبه
B⃗ و A⃗ بردارهای از شده تشکیل

ê =
A⃗× B⃗

|A⃗× B⃗|

۱۲۳ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

ê

ê =
A⃗× B⃗

|A⃗× B⃗|
h ارتفاع محاسبه

h = ê · C⃗

h =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|
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اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

h =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

S = |A⃗× B⃗|

V = hS =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

|A⃗× B⃗|

۱۲۳ / ۵۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗ V =
A⃗× B⃗ · C⃗
|A⃗× B⃗|

|A⃗× B⃗|

V = A⃗× B⃗ · C⃗
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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y
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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x

y

−3 −2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

۱۲۳ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

p(x, y)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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p(x, y)
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y

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0
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دوبعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y

î

ĵ

p(x, y)

x

y

r⃗

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = 1

î · ĵ = 0

مکان بردار

r⃗ = xî+ yĵ

î · r⃗ = x, ĵ · r⃗ = y

x, y ∈ R
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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z
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

1 2 3 4 5
1

2
3

4
5

1

2

3

4

5

x

y

z

î

ĵk̂

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1
î · ĵ = ĵ · î = 0

ĵ · k̂ = k̂ · ĵ = 0

k̂ · î = î · k̂ = 0


î× ĵ = −ĵ × î = k̂

ĵ × k̂ = −k̂ × ĵ = î

k̂ × î = −î× k̂ = ĵ
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

y
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p(x, y, z)

î

ĵk̂

۱۲۳ / ۶۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵ

z

y

x

z

k̂

p(x, y, z)
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سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵk̂

z

y
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z

k̂ r⃗

p(x, y, z)

۱۲۳ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

سه بعدی−دکارتی مختصات دستگاه

x

yî

ĵk̂

z

y

x

z

k̂ r⃗

p(x, y, z)

یکه بردار

|̂i| = |ĵ| = |k̂| = 1

مکان بردار

r⃗ = îx+ ĵy + k̂z

x = î · r⃗

y = ĵ · r⃗

z = k̂ · r⃗

x, y, z ∈ R
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(تحلیلی) برداری جمع

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗±B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂)±(Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗±B⃗ = (Ax±Bx)̂i+ (Ay±By)ĵ + (Az±Bz)k̂

دوبعد در بردار دو جمع خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ

A⃗±B⃗ = (Axî+Ay ĵ)±(Bxî+By ĵ)

A⃗±B⃗ = (Ax±Bx)̂i+ (Ay±By)ĵ
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

دلخواه بردار

−−→
AB =?
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

2.5

1 −−→
OB

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ

−−→
OB = 2.5̂i+ ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−→
OA+

−−→
AB =

−−→
OB

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

1

2
−→O
A

2.5

1 −−→
OB

مکان بردار

−→
OA = î+ 2ĵ

−−→
OB = 2.5̂i+ ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

−−→
AB = (2.5̂i+ ĵ)− (̂i+2ĵ)

−−→
AB = (2.5−1)̂i+(1−2)ĵ

−−→
AB = 1.5̂i− ĵ
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(تحلیلی) برداری جمع
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y
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دلخواه بردار
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AB =?
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB
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4

−→OA

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ
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(تحلیلی) برداری جمع

x

y
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−−→
OB

دلخواه بردار

−−→
AB =?

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ

−−→
OB = 4.5̂i+ 3ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−→
OA+

−−→
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−−→
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OA
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری جمع

x

y

−−→AB

3

4

−→OA

4.5

3

−−→
OB

مکان بردار

−→
OA = 3̂i+ 4ĵ

−−→
OB = 4.5̂i+ 3ĵ

تحلیلی بطور برداری جمع

−−→
AB =

−−→
OB −

−→
OA

−−→
AB = (4.5̂i+3ĵ)−(3̂i+4ĵ)

−−→
AB = (4.5−3)̂i+(3−4)ĵ

−−→
AB = 1.5̂i− ĵ

۱۲۳ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗ · B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂) · (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗ · B⃗ = AxBxî · î+AxBy î · ĵ +AxBz î · k̂
+AyBxĵ · î+AyBy ĵ · ĵ +AyBz ĵ · k̂
+AzBxk̂ · î+AzByk̂ · ĵ +AzBzk̂ · k̂

۱۲۳ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ · B⃗ = AxBxî · î+AxBy î · ĵ +AxBz î · k̂
+AyBxĵ · î+AyBy ĵ · ĵ +AyBz ĵ · k̂
+AzBxk̂ · î+AzByk̂ · ĵ +AzBzk̂ · k̂

î · î = 1, î · ĵ = 0, î · k̂ = 0

ĵ · î = 0, ĵ · ĵ = 1, ĵ · k̂ = 0

k̂ · î = 0, k̂ · ĵ = 0, k̂ · k̂ = 1

۱۲۳ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
داخلی ضرب تعریف

A⃗ · B⃗ = AB cos θ

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

{
A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂
⇒ A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

دوبعد در داخلی ضرب خاص: }حالت
A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ
⇒ A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy

۱۲۳ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار اندازه ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · A⃗ = A2

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · A⃗ = A2
x +A2

y +A2
z

اینصورت در

A2 = A2
x +A2

y +A2
z ⇒ A =

√
A2

x +A2
y +A2

z

دوبعد در بردار اندازه خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ ⇒ A =
√

A2
x +A2

y

۱۲۳ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار یکه ی بردار ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

(هندسی) یکه بردار ▶

Â =
A⃗

A

که
A =

√
A2

x +A2
y +A2

z

اینصورت در
Â =

1

A
(Axî+Ay ĵ +Azk̂)

دوبعد در یکه بردار خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

Â =
1

A
(Axî+Ay ĵ) که A =

√
A2

x +A2
y

۱۲۳ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
بردار دو بین زاویه ی ◀

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

که

A =
√

A2
x +A2

y +A2
z و B =

√
B2

x +B2
y +B2

z

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ▶

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

اینصورت در

AB cos θ = AxBx+AyBy+AzBz ⇒ cos θ =
AxBx +AyBy +AzBz

AB

۱۲۳ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) داخلی ضرب
دوبعد در بردار دو بین زاویه خاص: حالت

A⃗ = Axî+Ay ĵ

B⃗ = Bxî+By ĵ

(هندسی) داخلی ضرب تعریف ◀

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

که
A =

√
A2

x +A2
y و B =

√
B2

x +B2
y

(تحلیلی) داخلی ضرب تعریف ◀

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy

اینصورت در

AB cos θ = AxBx +AyBy ⇒ cos θ =
AxBx +AyBy

AB

۱۲۳ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗ = Axî+Ay ĵ +Azk̂

B⃗ = Bxî+By ĵ +Bzk̂

A⃗× B⃗ = (Axî+Ay ĵ +Azk̂)× (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

A⃗× B⃗ = AxBxî× î+AxBy î× ĵ +AxBz î× k̂

+AyBxĵ × î+AyBy ĵ × ĵ +AyBz ĵ × k̂

+AzBxk̂ × î+AzByk̂ × ĵ +AzBzk̂ × k̂

۱۲۳ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = AxBxî× î+AxBy î× ĵ +AxBz î× k̂

+AyBxĵ × î+AyBy ĵ × ĵ +AyBz ĵ × k̂

+AzBxk̂ × î+AzByk̂ × ĵ +AzBzk̂ × k̂

î× î = 0, î× ĵ = k̂, î× k̂ = −ĵ

ĵ × î = −k̂, ĵ × ĵ = 0, ĵ × k̂ = î

k̂ × î = ĵ, k̂ × ĵ = −î, k̂ × k̂ = 0

۱۲۳ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
داخلی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = AxByk̂ −AxBz ĵ

−AyBxk̂ +AyBz î

+AzBxĵ −AzBy î

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

۱۲۳ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣
۱۲۳ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) خارجی ضرب
خارجی ضرب تعریف

|A⃗× B⃗| = AB|sin θ|

که
A = |A⃗|, B = |B⃗|

و
θ = ∠(A⃗, B⃗)

B⃗

A⃗

θ

A⃗× B⃗ = (AyBz −AzBy )̂i

+ (AzBx −AxBz)ĵ

+ (AxBy −AyBx)k̂

A⃗× B⃗ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Bx By Bz

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ = −B⃗ × A⃗

۱۲۳ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

h
S

B⃗

A⃗

C⃗

V = A⃗× B⃗ · C⃗

V =

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣
۱۲۳ / ۹۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) اسکالر سه گانه ی ضرب
السطوح متوازی حجم محاسبه

V = A⃗× B⃗ · C⃗ =

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = C⃗ · A⃗× B⃗

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = −

∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Cx Cy Cz

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
Bx By Bz

Cx Cy Cz

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣
A⃗× B⃗ · C⃗ = B⃗ × C⃗ · A⃗ = C⃗ × A⃗ · B⃗

C⃗ · A⃗× B⃗ = A⃗ · B⃗ × C⃗ = B⃗ · C⃗ × A⃗

۱۲۳ / ۹۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب
بک−کب قاعده

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
Ax Ay Az

ByCz −BzCy BzCx −BxCz BxCy −ByCx

∣∣∣∣∣∣
A⃗× (B⃗ × C⃗) = î[Ay(BxCy −ByCx)−Az(BzCx −BxCz)]

+ ĵ[Az(ByCz −BzCy)−Ax(BxCy −ByCx)]

+ k̂[Ax(BzCx −BxCz)−Ay(ByCz −BzCy)]

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AyCy +AzCz)− îCx(ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AzCz +AxCx)− ĵCy(AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AxCx +AyCy)− k̂Cz(AxBx +AyBy)
۱۲۳ / ۹۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AyCy +AzCz)− îCx(ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AzCz +AxCx)− ĵCy(AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AxCx +AyCy)− k̂Cz(AxBx +AyBy)

و اضافه و دوم سطر به ĵAyByCy کردن کم و اضافه اول، سطر به îAxBxCx کردن کم و اضافه
سوم، سطر به k̂AzBzCz کردن کم

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AxCx +AyCy +AzCz)− îCx(AxBx +ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AyCy +AzCz +AxCx)− ĵCy(AyCy +AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AzCz +AxCx +AyCy)− k̂Cz(AzBzAxBx +AyBy)

۱۲۳ / ۹۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(AxCx +AyCy +AzCz)− îCx(AxBx +ByAy +BzAz)

+ ĵBy(AyCy +AzCz +AxCx)− ĵCy(AyCy +AzBz +AxBx)

+ k̂Bz(AzCz +AxCx +AyCy)− k̂Cz(AzBzAxBx +AyBy)

A⃗ · C⃗ = AxCx +AyCy +AzCz

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(A⃗ · C⃗)− îCx(A⃗ · B⃗)

+ ĵBy(A⃗ · C⃗)− ĵCy(A⃗ · B⃗)

+ k̂Bz(A⃗ · C⃗)− k̂Cz(A⃗ · B⃗)

۱۲۳ / ۹۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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(تحلیلی) برداری سه گانه ی ضرب

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = îBx(A⃗ · C⃗)− îCx(A⃗ · B⃗)

+ ĵBy(A⃗ · C⃗)− ĵCy(A⃗ · B⃗)

+ k̂Bz(A⃗ · C⃗)− k̂Cz(A⃗ · B⃗)

A⃗× (B⃗ × C⃗) = (̂iBx + ĵBy + k̂Bz)(A⃗ · C⃗)− (̂iCx + ĵCy + k̂Cz)(A⃗ · B⃗)

B⃗ = îBx + ĵBy + k̂Bz

C⃗ = îCx + ĵCy + k̂Cz

A⃗× (B⃗ × C⃗) = B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)

۱۲۳ / ۹۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
θ = 30◦ جهت و 15 ⅿ اندازه ی دارای xy صفحه ی در r⃗ جابجایی بردار شکل مطابق −۱ مسئله

آورید. بدست آنرا y مولفه ی ب) و x مولفه ی الف) است.

x

y

r⃗

θ x

y

x

y
r⃗

θ
x

y

x

y

r⃗

θ

sin θ =
مقابل ضلع

وتر
=

y

r
, cos θ =

مجاور ضلع
وتر

=
x

r{
x = r cos θ

y = r sin θ

۱۲۳ / ۹۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
را A⃗+ B⃗ باشد. B⃗ = (13 ⅿ)̂i+ (7 ⅿ)ĵ و A⃗ = (4 ⅿ)̂i+ (3 ⅿ)ĵ اگر الف) −۲ مسئله

آورید. بدست را A⃗+ B⃗ جهت ج) و اندازه ب) آورید. بدست یکه بردارهای حسب بر

A⃗ = (4 ⅿ)̂i+ (3 ⅿ)ĵ

B⃗ = (13 ⅿ)̂i+ (7 ⅿ)ĵ

C⃗ = A⃗+ B⃗ = (17 ⅿ)̂i+ (10 ⅿ)ĵ

اندازه : |C⃗| =
√
C2
x + C2

y ⇒ |C⃗| =
√

172 + 102 ⅿ

جهت : θ = tan−1

(
Cy

Cx

)
⇒ θ = tan−1

(
10

17

)
رادیان

یکه بردار : Ĉ =
C⃗

|C⃗|
=

Cxî+ Cy ĵ√
C2
x + C2

y

⇒ Ĉ =
17√

172 + 102
î+

10√
172 + 102

ĵ

۱۲۳ / ۹۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل −۳ مسئله
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

A⃗ = A cos θ1î+A sin θ1ĵ

B⃗ = B cos(θ1 + θ2)̂i+B sin(θ1 + θ2)ĵ

A = B

۱۲۳ / ۹۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل −۳ مسئله
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

x

y

ϕ

r⃗

r⃗ = A⃗+ B⃗ = A[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]̂i+A[sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]ĵ

جهت : ϕ = tan−1[(cos θ1 + cos(θ1 + θ2))/(cos θ1 + cos(θ1 + θ2))]

۱۲۳ / ۱۰۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و θ1 = 30◦ زاویه ی و 10 ⅿ مساوی اندازه دارای B⃗ و A⃗ بردار دو زیر درشکل −۳ مسئله
د) و اندازه ج) آورید. بدست را r⃗ آنها برآیند بردار y ب) x الف) مولفه ی هستند. θ2 = 105◦

آورید. بدست x محور مثبت جهت به نسبت را r⃗ جهت

x

y

A⃗

θ2

θ1

B⃗

θ1 x

y

A⃗

θ2
B⃗

θ1

r⃗

x

y

ϕ

r⃗

r⃗ = A⃗+ B⃗ = A[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]̂i+A[sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]ĵ

اندازه : r = |r⃗| = A
√
[cos θ1 + cos(θ1 + θ2)]2 + [sin θ1 + sin(θ1 + θ2)]2

۱۲۳ / ۱۰۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
و y محور مثبت جهت در حاصل بردار شود. جمع C⃗ = 3̂i+ 4ĵ بردار با B⃗ بردار اگر −۴ مسئله

آورید. بدست را B⃗ بردار اندازه ی است. C⃗ اندازه ی

C⃗ = 3̂i+ 4ĵ

C = |C⃗| =
√
9 + 16 = 5

B⃗ + C⃗ = Cĵ

B⃗ + (3̂i+ 4ĵ) = 5ĵ

B⃗ = −3̂i+ ĵ

B = |B⃗| =
√
9 + 1 =

√
10

۱۲۳ / ۱۰۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
بردار می شود. جمع 7 ⅿ اندازه ی به B⃗ بردار با و دارد قرار x محور راستای در A⃗ بردار −۵ مسئله
بردار اندازه ی است. A⃗ بردار برابر سه آن اندازه ی و دارد قرار y محور مثبت جهت در جمع حاصل

آورید. بدست را A⃗
B = |B⃗| = 7

{
A⃗ = Aî

A⃗+ B⃗ = 3Aĵ
⇒ Aî+ B⃗ = 3Aĵ

B⃗ = Aî+ 3Aĵ ⇒ B⃗ = A(̂i+ 3ĵ)

B = |B⃗| = A
√
1 + 9

7 = A
√
10 ⇒ A =

7
√
10

10

۱۲۳ / ۱۰۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 2̂i+ 1ĵ + 3k̂ و A⃗ = 3̂i+ 3ĵ + 3k̂ بردار دو بین زاویه ی −۶ مسئله

A⃗ = 3̂i+ 3ĵ + 3k̂

B⃗ = 2̂i+ 1ĵ + 3k̂

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy +AzBz = 6 + 3 + 9

A =
√
A2

x +A2
y +A2

z =
√
27

B =
√
B2

x +B2
y +B2

z =
√
14

cos θ =
18√
27
√
14

⇒ θ = cos−1

(
18√

27
√
14

)
رادیان

۱۲۳ / ۱۰۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
C⃗ = 7̂i − 8ĵ و B⃗ = −3̂i + 4ĵ + 2k̂ ، A⃗ = 2̂i + 3ĵ − 4k̂ بردار سه برای −۷ مسئله

آورید. بدست 3C⃗ · (2A⃗× B⃗) را حاصل

A⃗ = 2̂i+ 3ĵ − 4k̂

B⃗ = −3̂i+ 4ĵ + 2k̂

C⃗ = 7̂i− 8ĵ

3C⃗ · (2A⃗× B⃗) =

∣∣∣∣∣∣
3Cx 3Cy 3Cz

2Ax 2Ay 2Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣
21 −24 0
4 6 −8
−3 4 2

∣∣∣∣∣∣
3C⃗ · (2A⃗× B⃗) = 6C⃗ · (A⃗× B⃗) = 6

∣∣∣∣∣∣
Cx Cy Cz

Ax Ay Az

Bx By Bz

∣∣∣∣∣∣ = 6

∣∣∣∣∣∣
7 −8 0
2 3 −4
−3 4 2

∣∣∣∣∣∣
۱۲۳ / ۱۰۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی −۸ مسئله
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

a⃗ = aî

b⃗ = b cos(θ)̂i+ b sin(θ)ĵ

c⃗ = c cos(θ + π/2)̂i+ c sin(θ + π/2)ĵ = −c sin(θ)̂i+ c cos(θ)ĵ

۱۲۳ / ۱۰۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی −۸ مسئله
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

c⃗ = pa⃗+ q⃗b

−c sin θî+ c cos θĵ = paî+ qb cos θî+ qb sin θĵ

۱۲۳ / ۱۰۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
زاویه و c = 10 ⅿ و b = 4 ⅿ ، a = 3 ⅿ شکل، در شده داده نشان بردار سه بزرگی −۸ مسئله
که آورید بدست بگونه ای را q و p آورید. بدست را بردار سه هر y و x مولفه های است. θ = 30◦

باشد. برقرار c⃗ = pa⃗+ q⃗b رابطه ی

x

y

a⃗

b⃗

c⃗

θ

c⃗ = pa⃗+ q⃗b :

{
−c sin θ = pa+ qb cos θ

c cos θ = qb sin θ
⇒

{
p = −c/a sin θ

q = c cos θ/b sin θ

۱۲۳ / ۱۰۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
F⃗ = و v⃗ = 2̂i + 4ĵ + 6k̂ ،q = 2 مقادیر ، F⃗ = qv⃗ × B⃗ رابطه ی در −۹ مسئله

آورید. بدست را B⃗ بردار باشد، Bx = By اگر شده اند. داده 4̂i− 20ĵ + 12k̂

F⃗ = qv⃗ × B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = 2(2̂i+ 4ĵ + 6k̂)× B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = 2(2̂i+ 4ĵ + 6k̂)× (Bxî+By ĵ +Bzk̂)

Bx = By = B

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (4̂i+ 8ĵ + 12k̂)× (Bî+Bĵ +Bzk̂)

4̂i− 20ĵ + 12k̂ =

∣∣∣∣∣∣
î ĵ k̂
4 8 12
B B Bz

∣∣∣∣∣∣
4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (8Bz − 12B)̂i+ (12B − 4Bz)ĵ + (−4B)k̂

۱۲۳ / ۱۰۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
F⃗ = و v⃗ = 2̂i + 4ĵ + 6k̂ ،q = 2 مقادیر ، F⃗ = qv⃗ × B⃗ رابطه ی در −۹ مسئله

آورید. بدست را B⃗ بردار باشد، Bx = By اگر شده اند. داده 4̂i− 20ĵ + 12k̂

F⃗ = qv⃗ × B⃗

4̂i− 20ĵ + 12k̂ = (8Bz − 12B)̂i+ (12B − 4Bz)ĵ + (−4B)k̂


8Bz − 12B = 4

12B − 4Bz = −20

−4B = 12
8Bz + 36 = 4

−36− 4Bz = −20

B = −3

⇒

{
Bz = −4

B = −3

۱۲۳ / ۱۱۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی −۱۰ مسئله
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

B⃗ = 0.5̂i+ 4.5ĵ

A⃗ · B⃗ = AB cos θ ⇒ cos θ =
A⃗ · B⃗
AB

A⃗ · B⃗ = AxBx +AyBy = 0.8 + 14.4 = 15.2

A =
√
A2

x +A2
y = 3.58, B =

√
B2

x +B2
y = 4.53

cos θ =
4.53

20.5
⇒ θ = cos−1

(
4.53

20.5

)
رادیان

۱۲۳ / ۱۱۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی −۱۰ مسئله
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

C⃗ = Cxî+ Cy ĵ, C = |C⃗| =
√
C2
x + C2

y = 5

D⃗ = Dxî+Dy ĵ, D = |D⃗| =
√

D2
x +D2

y = 5{
C⃗ · A⃗ = 0

D⃗ · A⃗ = 0
⇒ C⃗ = D⃗ یا C⃗ = −D⃗

{
1.6Dx + 3.2Dy = 0

D2
x +D2

y = 25
⇒

{
Dx = −2Dy

D2
x +D2

y = 25
⇒

{
Dx = −2

√
5

Dy =
√
5

۱۲۳ / ۱۱۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
آورید. بدست را B⃗ = 0.5̂i + 4.5ĵ و A⃗ = 1.6̂i + 3.2ĵ بردار دو بین زاویه ی −۱۰ مسئله
x مولفه ی دارای C⃗ بردار هستند. A⃗ بردار بر عمود و xy صفحه ی در 5 اندازه به D⃗ و C⃗ بردار دو
بدست را D⃗ بردار مولفه های و C⃗ بردار مولفه های است. منفی x مولفه ی دارای D⃗ بردار و مثبت

آورید.

A⃗ = 1.6̂i+ 3.2ĵ

C⃗ = Cxî+ Cy ĵ, C = |C⃗| =
√
C2
x + C2

y = 5

D⃗ = Dxî+Dy ĵ, D = |D⃗| =
√

D2
x +D2

y = 5

{
C⃗ · A⃗ = 0

D⃗ · A⃗ = 0
⇒ C⃗ = −D⃗

D⃗ = −2
√
5̂i+

√
5ĵ ⇒ C⃗ = 2

√
5̂i−

√
5ĵ

۱۲۳ / ۱۱۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
A⃗×(A⃗×B⃗) اندازه ی باشد، 63◦ بردار دو بین زاویه ی و B = 2.7 و A = 3.9 اگر −۱۱ مسئله

آورید. بدست را

A⃗× (A⃗× B⃗) = (A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗

[A⃗× (A⃗× B⃗)] · [A⃗× (A⃗× B⃗)] = [(A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗] · [(A⃗ · B⃗)A⃗−A2B⃗]

|A⃗× (A⃗× B⃗)|2 = −A2(A⃗ · B⃗)2 +A4B2

|A⃗× (A⃗× B⃗)| = A

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

|A⃗× (A⃗× B⃗)| = A
√
A2B2 −A2B2 cos2 63◦ = A2B| sin 63◦|

۱۲۳ / ۱۱۴ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
باشند. C⃗ = 4̂i+3ĵ+2k̂ و B⃗ = −2̂i+2ĵ+3k̂ ، A⃗ = 5̂i+4ĵ− 6k̂ اگر −۱۲ مسئله
بدست را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های
A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید.

است؟ چقدر B⃗ و

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

C⃗ = 4̂i+ 3ĵ + 2k̂

r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ = 11̂i+ 5ĵ − 7k̂, r = |r⃗| =
√
195

:z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی

r⃗ · k̂ = r cos γ, γ = ∠(r⃗, k̂) ⇒ cos γ =
−7√
195

: B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی

A⃗ · B̂ = (5̂i+ 4ĵ − 6k̂) · −2̂i+ 2ĵ + 3k̂√
17

= − 20√
17

۱۲۳ / ۱۱۵ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
باشند. C⃗ = 4̂i+3ĵ+2k̂ و B⃗ = −2̂i+2ĵ+3k̂ ، A⃗ = 5̂i+4ĵ− 6k̂ اگر −۱۲ مسئله
بدست را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های
A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید.

است؟ چقدر B⃗ و

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : A⃗× B⃗

B⃗ و A⃗× B⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : B⃗ × (A⃗× B⃗)

B⃗ × (A⃗× B⃗) = B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

۱۲۳ / ۱۱۶ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
باشند. C⃗ = 4̂i+3ĵ+2k̂ و B⃗ = −2̂i+2ĵ+3k̂ ، A⃗ = 5̂i+4ĵ− 6k̂ اگر −۱۲ مسئله
بدست را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های
A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید.

است؟ چقدر B⃗ و

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود بردار : A⃗× B⃗

B⃗ و A⃗× B⃗ بردار دو صفحه ی بر عمود یکه بردار : e =
B⃗ × (A⃗× B⃗)

|B⃗ × (A⃗× B⃗)|

ê =
B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

|B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗|
=

B2A⃗− (A⃗ · B⃗)B⃗

B

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

۱۲۳ / ۱۱۷ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
باشند. C⃗ = 4̂i+3ĵ+2k̂ و B⃗ = −2̂i+2ĵ+3k̂ ، A⃗ = 5̂i+4ĵ− 6k̂ اگر −۱۲ مسئله
بدست را z محور مثبت جهت با را r⃗ زاویه ی آورید. بدست را r⃗ = A⃗− B⃗ + C⃗ بردار موله های
A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی است؟ چقدر B⃗ راستای در A⃗ مولفه ی آورید.

است؟ چقدر B⃗ و

A⃗ = 5̂i+ 4ĵ − 6k̂

B⃗ = −2̂i+ 2ĵ + 3k̂

B⃗ و A⃗ بردار دو صفحه ی در B⃗ جهت بر عمود A⃗ مولفه ی

ê · A⃗ =
B2A2 − (A⃗ · B⃗)2

B

√
A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

=

√
B2A2 − (A⃗ · B⃗)2

B

ê · A⃗ =

√
A2 − (A⃗ · B̂)2

۱۲۳ / ۱۱۸ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در −۱۳ مسئله
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = A cos(θ − θ′)

A′
y = A sin(θ − θ′)

۱۲۳ / ۱۱۹ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در −۱۳ مسئله
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = A cos(θ − θ′) = A cos θ cos θ′ +A sin θ sin θ′

A′
y = A sin(θ − θ′) = A sin θ cos θ′ −A cos θ sin θ′

۱۲۳ / ۱۲۰ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در −۱۳ مسئله
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
Ax = A cos θ

Ay = A sin θ
,

{
A′

x = Ax cos θ
′ +Ay sin θ

′

A′
y = Ay cos θ

′ −Ax sin θ
′

۱۲۳ / ۱۲۱ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در −۱۳ مسئله
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

{
A′

x = Ax cos θ
′ +Ay sin θ

′

A′
y = −Ax sin θ

′ +Ay cos θ
′ ⇒

[
A′

x

A′
y

]
=

[
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

] [
Ax

Ay

]

۱۲۳ / ۱۲۲ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بردارها
a⃗ بردار مولفه های دارد. قرار θ = 60◦ زاویه ی و متر 2 اندازه ی به a⃗ بردار زیر، شکل در −۱۳ مسئله
θ′ = 30◦ زاویه ی اندازه ی به اولی دستگاه به نسبت ساعتگرد پاد دومی دستگاه اگر آورید. بدست را

آورید. بدست دومی دستگاه در را a⃗ بردار مولفه های شود. چرخیده

x

y

A⃗

Ax

Ay

θ
x

y

A⃗

Ax

Ay

θ

x′

y′

θ′
A′

x

A′
y

R′
θ =

[
cos θ′ sin θ′

− sin θ′ cos θ′

]
,

[
A′

x

A′
y

]
= Rθ′

[
Ax

Ay

]

۱۲۳ / ۱۲۳ ۱۴۰۰ مهر بردارها قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


