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۱ فیزیک
جنبشی انرژی و کار

مظفری محمدرضا

قم دانشگاه پایه، علوم دانشکده فیزیک، گروه

۱۴۰۰ مهر

۱۱۷ / ۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار

به اصطکاک بدون سطح روی بر F افقی ثابت نیروی تاثیر تحت M جرم به ذره ای شکل مطابق
می شود. جابجا d اندازه

اولیه مکان

M F

نهایی مکان

d

با است برابر می شود، جابجا نیرو امتداد در d اندازه به M جسم وقتی F نیروی کار

WF = Fd > 0

۱۱۷ / ۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار

با است برابر می شود، جابجا نیرو امتداد در d اندازه به M جسم وقتی F نیروی کار

WF = Fd

اولیه مکان

×

N

Mg

F

نهایی مکان

d

ندارند، افق امتداد در ذره جابجایی بر نقشی هیچ N سطح عکس العمل نیروی و Mg وزن نبروی
نمی شود. انجام سطح عکس العمل و وزن نیروهای بوسیله کاری بنابراین

WN = WMg = 0

۱۱۷ / ۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار

با است برابر می شود، جابجا نیرو امتداد در d اندازه به M جسم وقتی F نیروی کار

WF = Fd

ندارند، افق امتداد در ذره جابجایی بر نقشی هیچ N سطح عکس العمل نیروی و Mg وزن نبروی
نمی شود. انجام سطح عکس العمل و وزن نیروهای بوسیله کاری بنابراین

WN = WMg = 0

نیرو نقطه ای ضرب با می توان را ذره یک روی بر شده انجام کار که کرد استدلال می توان بالا نتایج از
داد، نمایش جابجایی بردار در

WF = F⃗ · d⃗ = F î · dî = Fd(̂i · î) = Fd > 0

N = Mg : WN = N⃗ · d⃗ = Mgĵ · dî = Mgd(ĵ · î) = 0

WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ · dî = −Mgd(ĵ · î) = 0

۱۱۷ / ۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار

WF = F⃗ · d⃗ = F î · dî = Fd(̂i · î) = Fd > 0

N = Mg : WN = N⃗ · d⃗ = Mgĵ · dî = Mgd(ĵ · î) = 0

WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ · dî = −Mgd(ĵ · î) = 0

ذره بر وارد نیروی تمامی شده ی انجام کار جمع با است برابر کل کار و است اسکالر کمیتی کار
می باشد.

Wکل = WF +WN +WMg

Wکل = Fd+ 0 + 0

Wکل = Fd

۱۱۷ / ۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار

ذره بر وارد نیروی تمامی شده ی انجام کار جمع با است برابر کل کار و است اسکالر کمیتی کار
می باشد.

Wکل = Fd

اولیه مکان

×

N

Mg

F

نهایی مکان

d

نیوتن دوم ∑قانون
Fx = Ma ⇒ F = Ma,

∑
Fy = 0 ⇒ N = Mg

Wکل = Fd = Mad

۱۱۷ / ۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
اول: مسئله

M

F

d

θ

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

F⃗ = îF cos θ + ĵF sin θ, N⃗ = ĵ(Mg − F sin θ), M⃗g = −ĵMg

۱۱۷ / ۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
اول: مسئله

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

F⃗ = îF cos θ+ĵF sin θ, N⃗ = ĵ(Mg−F sin θ), M⃗g = −ĵMg, d⃗ = îd

WF = F⃗ · d⃗ = (̂iF cos θ + ĵF sin θ) · dî = Fd cos θ > 0

N = Mg − F sin θ : WN = N⃗ · d⃗ = ĵ(Mg − F sin θ) · dî = 0

WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ · dî = 0

۱۱۷ / ۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
اول: مسئله

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

WF = F⃗ · d⃗ = (̂iF cos θ + ĵF sin θ) · dî = Fd cos θ > 0

N = Mg − F sin θ : WN = N⃗ · d⃗ = ĵ(Mg − F sin θ) · dî = 0

WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ · dî = 0

Wکل = WF +WN +WMg = Fd cos θ

۱۱۷ / ۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
اول: مسئله

Wکل = WF +WN +WMg = Fd cos θ

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

نیوتن دوم ∑قانون
Fx = Ma ⇒ F cos θ = Ma,

∑
Fy = 0 ⇒ N = Mg − F sin θ

Wکل = Fd cos θ =
(∑

Fx

)
d = Mad

۱۱۷ / ۱۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ثابت نیروی کار
دوم: مسئله

M

F

d

θ

µ

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

f

F⃗ = îF cos θ+ ĵF sin θ, N⃗ = ĵ(Mg−F sin θ), M⃗g = −ĵMg, f⃗ = −µNî

۱۱۷ / ۱۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
دوم: مسئله

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

f

F⃗ = îF cos θ+ ĵF sin θ, N⃗ = ĵ(Mg−F sin θ), M⃗g = −ĵMg, f⃗ = −µNî

WF = F⃗ · d⃗ = (̂iF cos θ + ĵF sin θ) · dî = Fd cos θ > 0

WN = N⃗ · d⃗ = ĵ(Mg−F sin θ) ·dî = 0, WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ ·dî = 0

Wf = f⃗ · d⃗ = −µ(Mg − F sin θ)d < 0

۱۱۷ / ۱۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
دوم: مسئله

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

f

WF = F⃗ · d⃗ = (̂iF cos θ + ĵF sin θ) · dî = Fd cos θ > 0

WN = N⃗ · d⃗ = ĵ(Mg−F sin θ) ·dî = 0, WMg = M⃗g · d⃗ = −Mgĵ ·dî = 0

Wf = f⃗ · d⃗ = −µ(Mg − F sin θ)d < 0

Wکل = WF +WN +WMg +Wf = [F cos θ − µ(Mg − F sin θ)]d

۱۱۷ / ۱۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
دوم: مسئله

Wکل = WF +WN +WMg +Wf = [F cos θ − µ(Mg − F sin θ)]d

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

f

نیوتن دوم ∑قانون
Fx = Ma ⇒ F cos θ − µ(Mg − F sin θ) = Ma∑

Fy = 0 ⇒ N = Mg − F sin θ

Wکل = [F cos θ − µ(Mg − F sin θ)]d =
(∑

Fx

)
d = Mad

۱۱۷ / ۱۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
دوم: مسئله

Wکل = [F cos θ − µ(Mg − F sin θ)]d = Mad

×

N

Mg

F

d

θ
F cos θ

F sin θ

x

y

f

شود، جابجا نهایی مکان تا اولیه مکان بین ثابت سرعت با ذره اگر خاص: ∑حالت
Fx = 0 ⇒ F cos θ − µ(Mg − F sin θ) = 0

و
Wکل =

(∑
Fx

)
d = [F cos θ − µ(Mg − F sin θ)]d = 0

۱۱۷ / ۱۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
سوم: مسئله

نهایی مکان

Mسقوط

اولیه مکان

h ×y+ h

Mg

M⃗g = Mgĵ

h⃗ = hĵ

WMg = M⃗g · h⃗ = Mgh

WMg = Mgh

۱۱۷ / ۱۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
سوم: مسئله

نهایی مکان

Mسقوط

اولیه مکان

h ×y+ h

Mg

M⃗g = −Mgĵ

h⃗ = −hĵ

WMg = M⃗g · h⃗ = Mgh

WMg = Mgh

۱۱۷ / ۱۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
چهارم: مسئله

اولیه مکان

M

F

نهایی مکان

h ×

F

y+ h

Mg

F⃗ = F ĵ

M⃗g = −Mgĵ

h⃗ = hĵ

WF = F⃗ · h⃗ = Fh

WMg = M⃗g · h⃗ = −Mgh

Wکل = WF +WMg

Wکل = (F −Mg)h

۱۱۷ / ۱۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
چهارم: مسئله

اولیه مکان

M

F

نهایی مکان

h ×

F

y+ h

Mg

WF = F⃗ · h⃗ = Fh

WMg = M⃗g · h⃗ = −Mgh

Wکل = (F −Mg)h

نیوتن: دوم ∑قانون
Fy = Ma

Ma = F −Mg

بنابراین

Wکل = (F −Mg)h = Mah

=
(∑

Fy

)
h

۱۱۷ / ۱۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
چهارم: مسئله

اولیه مکان

M

F

نهایی مکان

h ×

F

y+ h

Mg

WF = F⃗ · h⃗ = Fh

WMg = M⃗g · h⃗ = −Mgh

Wکل = (F −Mg)h = Mah

=
(∑

Fy

)
h

ثابت سرعت با ذره اگر خاص: حالت
کند، حرکت بالا ∑بطرف

Fy = 0 ⇒ a = 0

Wکل = 0

۱۱۷ / ۲۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
پنجم: مسئله

µ = 0

اولیه مکان

m

θ

d

نهایی مکان

۱۱۷ / ۲۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
پنجم: مسئله

µ = 0

N

mg cos θ

× mg sin θ

x

y

m⃗g = mg(̂i sin θ − ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, d⃗ = dî

۱۱۷ / ۲۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
پنجم: مسئله

m⃗g = mg(̂i sin θ − ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, d⃗ = dî

Wmg = m⃗g · d⃗ = mgd(̂i sin θ − ĵ cos θ) · î = mgd sin θ > 0

WN = N⃗ · d⃗ = mgd cos θ(ĵ · î) = 0

Wکل = Wmg +WN = mgd sin θ

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ mg sin θ = ma ⇒ a = g sin θ∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

۱۱۷ / ۲۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
پنجم: مسئله

Wکل = Wmg +WN = mgd sin θ

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ mg sin θ = ma ⇒ a = g sin θ∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

بنابراین

Wکل = Wmg +WN = mgd sin θ =
(∑

Fx

)
d = mad

۱۱۷ / ۲۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

ثابت نیروی کار
ششم: مسئله

µ

اولیه مکان

m

θ

d

نهایی مکان

۱۱۷ / ۲۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
ششم: مسئله

µ

N

mg cos θ

× mg sin θ

f

x

y

m⃗g = mg(̂i sin θ − ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, f⃗ = −µNî, d⃗ = dî

۱۱۷ / ۲۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
ششم: مسئله

m⃗g = mg(̂i sin θ − ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, f⃗ = −µNî, d⃗ = dî

Wmg = m⃗g · d⃗ = mgd(̂i sin θ − ĵ cos θ) · î = mgd sin θ > 0

WN = N⃗ · d⃗ = mgd cos θ(ĵ · î) = 0

Wf = f⃗ · d⃗ = −µmgd cos θ(̂i · î) = −µmgd cos θ < 0

Wکل = Wmg +WN +Wf = mgd sin θ−µmgd cos θ = mg(cos θ−µ sin θ)d

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ mg(cos θ − µ sin θ) = ma ⇒ a = g(cos θ − µ sin θ)∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

۱۱۷ / ۲۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
ششم: مسئله

Wکل = Wmg +WN +Wf = mg(cos θ − µ sin θ)d

نیوتن: دوم قانون

∑
Fx = ma ⇒ mg(cos θ − µ sin θ) = ma ⇒ a = g(cos θ − µ sin θ)∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

بنابراین

Wکل = Wmg +WN +Wf = mg(cos θ − µ sin θ)d =
(∑

Fx

)
d = mad

۱۱۷ / ۲۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

µ = 0

نهایی مکان

m

θ

اولیه مکان

d
F

۱۱۷ / ۲۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

µ = 0

N

mg cos θ

× mg sin θ
x y

F

m⃗g = −mg(̂i sin θ + ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, F⃗ = F î, d⃗ = dî

۱۱۷ / ۳۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

m⃗g = −mg(̂i sin θ + ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, F⃗ = F î, d⃗ = dî

Wmg = m⃗g · d⃗ = −mgd(̂i sin θ + ĵ cos θ) · î = −mgd sin θ < 0

WN = N⃗ · d⃗ = mgd cos θ(ĵ · î) = 0

WF = F⃗ · d⃗ = Fd(̂i · î) = Fd > 0

Wکل = Wmg +WN +WF = −mgd sin θ + Fd = (F −mg sin θ)d

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ F −mg sin θ = ma ⇒ a = F/m− g sin θ∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

۱۱۷ / ۳۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

Wکل = Wmg +WN +WF = (F −mg sin θ)d

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ F −mg sin θ = ma ⇒ a = F/m− g sin θ∑

Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

بنابراین

Wکل = Wmg +WN +WF = (F −mg sin θ)d =
(∑

Fx

)
d = mad

۱۱۷ / ۳۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

Wکل = Wmg +WN +WF = (F −mg sin θ)d =
(∑

Fx

)
d = mad

کندیعنی حرکت بالا بطرف ثابت سرعت با ذره اگر خاص: ∑حالت
Fx = F −mg sin θ = a = 0

و
Wکل = 0

۱۱۷ / ۳۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

µ

نهایی مکان

m

θ

اولیه مکان

d
F

۱۱۷ / ۳۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

µ

N

mg cos θ

× mg sin θ
x y

F

f

m⃗g = −mg(̂i sin θ + ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, F⃗ = F î, f⃗ = −µNî

۱۱۷ / ۳۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

m⃗g = −mg(̂i sin θ + ĵ cos θ), N⃗ = ĵmg cos θ, F⃗ = F î

f⃗ = −µNî, d⃗ = dî

Wmg = m⃗g · d⃗ = −mgd(̂i sin θ + ĵ cos θ) · î = −mgd sin θ < 0

WN = N⃗ · d⃗ = mgd cos θ(ĵ · î) = 0

WF = F⃗ · d⃗ = Fd(̂i · î) = Fd > 0

Wf = f⃗ · d⃗ = −µmgd cos θ(̂i · î) = −µmgd cos θ < 0

Wکل = Wmg +WN +WF +Wf = (F −mg sin θ − µmg cos θ)d

۱۱۷ / ۳۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

Wکل = Wmg +WN +WF +Wf = (F −mg sin θ − µmg cos θ)d

نیوتن: دوم ∑قانون
Fx = ma ⇒ F −mg sin θ − µmg cos θ = ma

a = F/m− g sin θ − µg cos θ∑
Fy = 0 ⇒ N −mg cos θ = 0 ⇒ N = mg cos θ

Wکل = Wmg+WN+WF+Wf = (F−mg sin θ−µmg cos θ)d =
(∑

Fx

)
d

Wکل = Wmg +WN +WF +Wf =
(∑

Fx

)
d = mad

۱۱۷ / ۳۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هفتم: مسئله

Wکل = Wmg+WN+WF+Wf = (F−mg sin θ−µmg cos θ)d =
(∑

Fx

)
d

Wکل = Wmg +WN +WF +Wf =
(∑

Fx

)
d = mad

کندیعنی حرکت بالا بطرف ثابت سرعت با ذره اگر خاص: ∑حالت
Fx = F −mg sin θ − µmg cos θ = a = 0

و
Wکل = 0

۱۱۷ / ۳۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هشتم: مسئله

F
h

m

h
F

×

mg

y+

T

m⃗g = −mgĵ, T⃗ = F ĵ, h⃗ = hĵ

۱۱۷ / ۳۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
هشتم: مسئله

m⃗g = −mgĵ, T⃗ = F ĵ, h⃗ = hĵ

Wmg = m⃗g · h⃗ = −mgh(ĵ · ĵ) = −mgh < 0

WT = T⃗ · h⃗ = Fh(ĵ · ĵ) = Fh > 0

WF = (−F )ĵ · (−hĵ) = Fh(ĵ · ĵ) = Fh > 0

Wکل = Wmg +WT = (F −mg)h

نیوتن: دوم قانون

T = F∑
Fy = ma ⇒ T −mg = ma ⇒ F −mg = ma

۱۱۷ / ۴۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

ثابت نیروی کار
هشتم: مسئله

Wکل = Wmg +WT = (F −mg)h

∑
Fy = ma ⇒ T −mg = ma ⇒ F −mg = ma

بنابراین

Wکل = Wmg +WT = (F −mg)h =
(∑

Fy

)
h = mah

کند، طی را h ارتفاع ثابت سرعت با m جرم اگر خاص: ∑حالت
Fy = ma = F −mg = 0

Wکل = 0

۱۱۷ / ۴۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
نهم: مسئله

F

2h

m

h
F

T

×

m1g

y+

T

۱۱۷ / ۴۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
نهم: مسئله

m⃗g = −mgĵ, 2⃗T = 2F ĵ, h⃗ = hĵ, 2⃗h = −2hĵ, F⃗ = −F ĵ

Wmg = m⃗g · h⃗ = −mgh(ĵ · ĵ) = −mgh < 0

W2T = 2⃗T · h⃗ = 2Fh(ĵ · ĵ) = 2Fh > 0

WF = F⃗ · 2⃗h = (−F ĵ) · (−2hĵ)2Fh(ĵ · ĵ) = 2Fh > 0

Wکل = Wmg +W2T = (2F −mg)h

نیوتن: دوم قانون

T = F∑
Fy = ma ⇒ 2T −mg = ma ⇒ 2F −mg = ma

۱۱۷ / ۴۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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ثابت نیروی کار
نهم: مسئله

Wکل = Wmg +W2T = (2F −mg)h

∑
Fy = ma ⇒ 2T −mg = ma ⇒ 2F −mg = ma

بنابراین

Wکل = Wmg +W2T = (2F −mg)h =
(∑

Fy

)
h = mah

کند، طی را h ارتفاع ثابت سرعت با m جرم اگر خاص: ∑حالت
Fy = ma = 2F −mg = 0

Wکل = 0

۱۱۷ / ۴۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار

اولیه مکان

M F (x)

نهایی مکان

a b

a b x

F (x)

۱۱۷ / ۴۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار

اولیه مکان

M F (x)

نهایی مکان

a b

a b x

F (x)

کار = مساحت

با برابر b و a نقطه دو بین F (x) نیروی کار −
است. بررسی تحت بازه ی در نمودار زیر مساحت

با برابر ریاضی نظر نقطه از نمودار زیر مساحت −
است، b تا a بین بازه ی در F (x) تابع انتگرال

کار = مساحت = W =

∫ b

a
F (x)dx

۱۱۷ / ۴۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

x

F (x)

−2

2

4

2 4 6 8

W =

∫ 6.5

0
F (x)dx

۱۱۷ / ۴۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

x(m)

F (N)

−2

2

4

2 4 6 8

W =

∫ 6.5

0
F (x)dx =

4

2
(4 + 2) +

−2

2
(2.5 + 1) = 12− 3.5 = 8.5 J

۱۱۷ / ۴۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

x

F (x)

−2

2

4

2 4 6 8

0 ≤ x ≤ 1 : F (x) = 4x

1 ≤ x ≤ 3 : F (x) = 4

3 ≤ x ≤ 4 : F (x) = 4− 4(x− 3)

4 ≤ x ≤ 5 : F (x) = −2(x− 4)

5 ≤ x ≤ 6 : F (x) = −2

6 ≤ x ≤ 6.5 : F (x) = −2 + 4(x− 6)

۱۱۷ / ۴۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

W =

∫ 6.5

0
F (x)dx =

∫ 1

0
F (x)dx+

∫ 3

1
F (x)dx+

∫ 4

3
F (x)dx

+

∫ 5

4
F (x)dx+

∫ 6

5
F (x)dx+

∫ 6.5

6
F (x)dx

0 ≤ x ≤ 1 : F (x) = 4x

W1 =

∫ 1

0
4xdx = 4

∫ 1

0
xdx = 4[

1

2
x2]10 = 2

1 ≤ x ≤ 3 : F (x) = 4

W2 =

∫ 3

1
4dx = 4

∫ 3

1
dx = 4[x]31 = 8

۱۱۷ / ۵۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

3 ≤ x ≤ 4 : F (x) = 4− 4(x− 3)

W3 =

∫ 4

3
[4− 4(x− 3)]dx = 4

∫ 4

3
(4− x)dx = 4[4x− 1

2
x2]43 = 2

4 ≤ x ≤ 5 : F (x) = −2(x− 4)

W4 = −2

∫ 5

4
(x− 4)dx = −2[

1

2
x2 − 4x]54 = −1

5 ≤ x ≤ 6 : F (x) = −2

W5 = −2

∫ 6

5
dx = −2[x]54 = −2

۱۱۷ / ۵۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

6 ≤ x ≤ 6.5 : F (x) = −2 + 4(x− 6) = 4x− 26

W6 =

∫ 6.5

6
[4x− 26]dx = [2x2 − 26x]6.56 = −0.5

W = W1 +W2 +W3 +W4 +W5 +W6

W = 2 + 8 + 2− 1− 2− 0.5 = 8.5 J

۱۱۷ / ۵۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله

F (x) = F0(x/x0 − 1), WF = ?, 0 ≤ x ≤ 3x0

x

F (x)

−F0

F0

2F0

x0 2x0 3x0

۱۱۷ / ۵۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله

F (x) = F0(x/x0 − 1), WF = ?, 0 ≤ x ≤ 3x0

x

F (x)

−F0

F0

2F0

x0 2x0 3x0

W = −F0

2
x0 +

2F0

2
2x0 =

3

2
F0x0

۱۱۷ / ۵۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله

F (x) = F0(x/x0 − 1), WF = ?, 0 ≤ x ≤ 3x0

W =

∫ 3x0

0
F0

(
x

x0
− 1

)
dx

W = F0

[
x2

2x0
− x

]3x0

0

W = F0

[
9x0
2

− 3x0

]
=

3

2
F0x0

۱۱۷ / ۵۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دوازدهم مسئله

WF = ?, 0 ≤ x ≤ 8

x(m)

F (N)

−10

−5

5

10

2 4 6 8

۱۱۷ / ۵۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دوازدهم مسئله

x(m)

F (N)

−10

−5

5

10

2 4 6 8

W =
10

2
(2 + 4)− 5

2
2 = 25 J

۱۱۷ / ۵۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دوازدهم مسئله

F (x) =


10, 0 ≤ x ≤ 2

20− 5x, 2 ≤ x ≤ 4

0, 4 ≤ x ≤ 6

15− (5/2)x, 6 ≤ x ≤ 8

W =

∫ 8

0
F (x)dx

W = 10

∫ 2

0
dx+

∫ 4

2
(20− 5x)dx+ 0

∫ 6

4
dx+

∫ 8

6
(15 + 5x/2)dx

W = 10[x]20 + [20x− 5

2
x2]42 + 0 + [15x− 5

4
x2]86

W = 20 + 10 + 0− 5 = 25 J
۱۱۷ / ۵۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
سیزدهم مسئله

F (x) = 2.5− x2, [x] = ⅿ, [F ] = N, W = ?, 0 ≤ x ≤ 2

x

F (x)

−2

−1

1

2

1 2

۱۱۷ / ۵۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
سیزدهم مسئله

F (x) = 2.5− x2, [x] = ⅿ, [F ] = N

W = ?, 0 ≤ x ≤ 2

W =

∫ 2

0
(2.5− x2)dx

W =

[
5

2
x− 1

3
x3
]2
0

=
7

3
J

۱۱۷ / ۶۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
پانزدهم مسئله

F (x) = 9/x2, [x] = ⅿ, [F ] = N, W = ?, 1 ≤ x ≤ 3

x

F (x)

2

4

6

8

10

12

1 2 3 4

۱۱۷ / ۶۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
پانزدهم مسئله

F (x) = 9/x2, [x] = ⅿ, [F ] = N, W = ?, 1 ≤ x ≤ 3

W = ?, 0 ≤ x ≤ 2

W =

∫ 3

1

9

x2
dx

W =

[
−9

x

]3
1

= 6 J

۱۱۷ / ۶۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

WF = ?, 0 ≤ x ≤ 9x0

x

F (x)

−3F0

−2F0

−F0

F0

2F0

3F0

2x0 4x0 6x0 8x0

۱۱۷ / ۶۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

x

F (x)

−3F0

−2F0

−F0

F0

2F0

3F0

2x0 4x0 6x0 8x0

W =
3F0

2
(3x0 + 5x0)−

3F0

2
(2x0 + 4x0) = 12F0x0 − 9F0x0 = 3F0x0

۱۱۷ / ۶۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

F (x) =



(3F0/x0)x, 0 ≤ x ≤ x0

3F0, x0 ≤ x ≤ 4x0

3F0 − (3F0/x0)(x− 4x0), 4x0 ≤ x ≤ 6x0

−3F0, 6x0 ≤ x ≤ 8x0

−3F0 + (3F0/x0)(x− 8x0), 8x0 ≤ x ≤ 9x0

0 ≤ x ≤ x0 : W1 = (3F0/x0)

∫ x0

0
xdx = (3F0/x0)

[
1

2
x2
]x0

0

=
3

2
F0x0

x0 ≤ x ≤ 4x0 : W2 = 3F0

∫ 4x0

x0

dx = 9F0x0

4x0 ≤ x ≤ 6x0 : W3 = 3F0

∫ 6x0

4x0

dx− (3F0/x0)

∫ 6x0

4x0

(x− 4x0)dx

۱۱۷ / ۶۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

4x0 ≤ x ≤ 6x0 : W3 = 3F0

∫ 6x0

4x0

dx− (3F0/x0)

∫ 6x0

4x0

(x− 4x0)dx

W3 = 3F0[x]
6x0
4x0

− (3F0/x0)

[
1

2
x2 − 4x0x

]6x0

4x0

W3 = 6F0x0 − (3F0/2x0)
[
36x20 − 48x20 − 16x20 + 32x20

]
W3 = 6F0x0 − (3F0/2x0)4x

2
0 = 0

6x0 ≤ x ≤ 8x0 : W4 = −3F0

∫ 8x0

6x0

dx = −3F0 [x]
8x0
6x0

= −6F0x0

۱۱۷ / ۶۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
دهم مسئله

8x0 ≤ x ≤ 9x0 : W5 = −3F0

∫ 9x0

8x0

dx+ (3F0/x0)

∫ 9x0

8x0

(x− 8x0)dx

W5 = −3F0[x]
9x0
8x0

+ (3F0/x0)

[
1

2
x2 − 8x0x

]9x0

8x0

W5 = −3F0x0 + (3F0/2x0)[81x
2
0 − 144x20 − 64x20 + 128x20]

W5 = −3F0x0 + (3F0/2x0)x
2
0 = −3F0x0/2

W = W1+W2+W3+W4+W5 = 3F0x0/2+9F0x0+0−6F0x0−3F0x0/2

W = 3F0x0

۱۱۷ / ۶۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

µ = 0

m

x0 = 0 (مبدا)

k, l

×
k

x

Fفنر

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت

۱۱۷ / ۶۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

µ = 0

m

x0 = 0 (مبدا)

k, l

×
k

x

Fفنر

Fفنر = Fهوک = −kx

۱۱۷ / ۶۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

F (x) = −kx

x

F (x)

−x
−3x

−1
3x

۱۱۷ / ۷۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت

Wفنر =

∫ xf

xi

F (x)dx

Wفنر = −k

∫ xf

xi

xdx = −k

[
1

2
x2
]xf

xi

Wفنر =
1

2
kx2i −

1

2
kx2f

xi = 0, xf = x

Wفنر(x) = −1

2
kx2

۱۱۷ / ۷۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

Fفنر = Fهوک = −kx, [k] = N/m : فنر ثابت

Wفنر(x) = −1

2
kx2

m
d2x

dt2
= F

m
d2x

dt2
= −kx ⇒ m

d2x

dt2
+ kx = 0

÷m−−→ d2x

dt2
+

k

m
x = 0, ω =

√
k

m

d2x

dt2
+ ω2x = 0 یا ẍ+ ω2x = 0 حرکت دیفرانسیلی معادله

۱۱۷ / ۷۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

d2x

dt2
+ ω2x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

m

A−(مبدا) A

x = A cos(ωt+ α), x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

t = 0 :

{
x0 = A cosα

v0 = −Aω sinα
⇒

{
A =

√
x20 + (v0/ω)2

α = − tan−1(v0/x0ω)

۱۱۷ / ۷۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

d2x

dt2
+ ω2x = 0, x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

m

A−(مبدا) A

x = B sin(ωt+ β), x(t = 0) = x0, v(t = 0) = v0

t = 0 :

{
x0 = B sinβ

v0 = Bω cosβ
⇒

{
B =

√
x20 + (v0/ω)2

β = tan−1(x0ω/v0)

۱۱۷ / ۷۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله

(مبدا)

m

a(اولیه (مکان b(نهایی (مکان

k

فنر نیروی کار

Wa→b =

∫ b

a
F (x)dx

Wa→b = −k

∫ b

a
xdx = −k

[
1

2
x2
]b
a

= −
(
1

2
kb2 − 1

2
ka2
)

< 0

۱۱۷ / ۷۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله

F (x) = −kx

m

a(نهایی (مکان b(اولیه (مکان

فنر نیروی کار

Wb→a =

∫ a

b
F (x)dx

Wb→a = −k

∫ a

b
xdx = −k

[
1

2
x2
]a
b

= −
(
1

2
ka2 − 1

2
kb2
)

> 0

۱۱۷ / ۷۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
یازدهم مسئله
فنر نیروی کار

Wa→b = −
(
1

2
kb2 − 1

2
ka2
)

< 0

Wb→a = −
(
1

2
ka2 − 1

2
kb2
)

> 0

Wa→b +Wb→a = 0

است. صفر برگشت و رفت مسیر یک در فنر نیروی کار

۱۱۷ / ۷۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

k, l

(مبدا)
y0y+

تعادل نقطه y0 = −mg/k

mg

F

∑
Fy = 0 ⇒ −ky0 −mg = 0

ky0 = −mg ⇒ y0 = −mg

k

۱۱۷ / ۷۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

k, l

(مبدا)
y0y+

تعادلی نقطه
y

F = −k(y − y0), y0 = −mg/k

۱۱۷ / ۷۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

k, l

(مبدا)
y0y+

تعادلی نقطه
y

F = −k(y − y0), y0 = −mg/k

۱۱۷ / ۸۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

F = −k(y − y0), y0 = −mg/k

Wفنر =

∫ y0+y

y0

F (y)dy = −k

∫ y0+y

y0

(y − y0)dy

Wفنر = −k

[
1

2
y2 − y0y

]y0+y

y0

Wفنر = −k

[
1

2
(y0 + y)2 − y0(y0 + y)− 1

2
y20 + y20

]

Wفنر(y) = −1

2
ky2

۱۱۷ / ۸۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی یک متغیر نیروی کار
فنر و جرم

F = −k(y − y0), y0 = −mg/k

Wفنر(y) = −1

2
ky2

m
d2y

dt2
= F

m
d2y

dt2
= −k(y − y0) ⇒ m

d2y

dt2
+ ky = ky0 ⇒ m

d2y

dt2
+ ky = −mg

÷m−−→ d2y

dt2
+

k

m
y = −g, ω =

√
k

m

d2y

dt2
+ ω2y = −g یا ÿ + ω2y = −g حرکت دیفرانسیلی معادله

۱۱۷ / ۸۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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بعدی سه و دو متغیر نیروی کار

WF =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ · dr⃗

بعد: دو در

F⃗ = îFx + ĵFy

dr⃗ = îdx+ ĵdy

F⃗ · dr⃗ = Fxdx+ Fydy

r⃗i = îxi + ĵyi, r⃗f = îxf + ĵyf

WF =

∫ (xf ,yf )

(xi,yi)
Fxdx+ Fydy

۱۱۷ / ۸۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار

WF =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ · dr⃗

بعد: سه در

F⃗ = îFx + ĵFy + k̂Fz

dr⃗ = îdx+ ĵdy + k̂dz

F⃗ · dr⃗ = Fxdx+ Fydy + Fzdz

r⃗i = îxi + ĵyi + k̂zi, r⃗f = îxf + ĵyf + k̂zf

WF =

∫ (xf ,yf ,zf )

(xi,yi,zi)
Fxdx+ Fydy + Fzdz

۱۱۷ / ۸۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(B)
(C)(5, 5)

(A)

F⃗ = (3̂i+ 4ĵ)N

WO→A→C =

∫
O→A

F⃗ · dr⃗ +
∫
A→C

F⃗ · dr⃗

WO→B→C =

∫
O→B

F⃗ · dr⃗ +
∫
B→C

F⃗ · dr⃗

WO→C =

∫
O→C

F⃗ · dr⃗

۱۱۷ / ۸۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O (A)

(C)

F⃗ = (3̂i+ 4ĵ)N

O → A امتداد در

y = 0, 0 ≤ x ≤ 5, dr⃗ = îdx

F⃗ · dr⃗ = 3dx

A → C امتداد در

x = 5, 0 ≤ y ≤ 5, dr⃗ = ĵdy

F⃗ · dr⃗ = 4dy

WO→A→C = 3

∫ 5

0
dx+ 4

∫ 5

0
dy = 35 J

۱۱۷ / ۸۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(B)
(C)

F⃗ = (3̂i+ 4ĵ)N

O → B امتداد در

x = 0, 0 ≤ y ≤ 5, dr⃗ = ĵdy

F⃗ · dr⃗ = 4dy

B → C امتداد در

y = 5, 0 ≤ x ≤ 5, dr⃗ = îdx

F⃗ · dr⃗ = 3dx

WO→B→C = 4

∫ 5

0
dy + 3

∫ 5

0
dx = 35 J

۱۱۷ / ۸۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.

.

.

.
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.

.
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(C)

F⃗ = (3̂i+ 4ĵ)N

O → C امتداد در

x = y = t, 0 ≤ t ≤ 5

dr⃗ = (̂i+ ĵ)dt

F⃗ · dr⃗ = 7dt

WO→C = 7

∫ 5

0
dt = 35 J

۱۱۷ / ۸۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.
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.
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.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(B)
(C)(5, 5)

(A)

F⃗ = (2yî+ x2ĵ)N

WO→A→C =

∫
O→A

F⃗ · dr⃗ +
∫
A→C

F⃗ · dr⃗

WO→B→C =

∫
O→B

F⃗ · dr⃗ +
∫
B→C

F⃗ · dr⃗

WO→C =

∫
O→C

F⃗ · dr⃗

۱۱۷ / ۸۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O (A)

(C)

F⃗ = (2yî+ x2ĵ)N

O → A امتداد در

y = 0, 0 ≤ x ≤ 5, dr⃗ = îdx

F⃗ · dr⃗ = 0

A → C امتداد در

x = 5, 0 ≤ y ≤ 5, dr⃗ = ĵdy

F⃗ · dr⃗ = 25dy

WO→A→C = 25

∫ 5

0
dy = 125 J

۱۱۷ / ۹۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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.
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.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(B)
(C)

F⃗ = (2yî+ x2ĵ)N

O → B امتداد در

x = 0, 0 ≤ y ≤ 5, dr⃗ = ĵdy

F⃗ · dr⃗ = 0

B → C امتداد در

y = 5, 0 ≤ x ≤ 5, dr⃗ = îdx

F⃗ · dr⃗ = 10dx

WO→B→C = 10

∫ 5

0
dx = 50 J

۱۱۷ / ۹۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.

.

.

بعدی سه و دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

x(m)

y(m)

O

(C)

F⃗ = (2yî+ x2ĵ)N

O → C امتداد در

x = y = t, 0 ≤ t ≤ 5

dr⃗ = (̂i+ ĵ)dt

F⃗ · dr⃗ = (2t+ t2)dt

WO→C =

∫ 5

0
(2t+ t2)dt

WO→C =

[
t2 +

1

3
t3
]5
0

=
200

3
J

۱۱۷ / ۹۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

L

اولیه مکان

نهایی مکان

F
m

θm

θ

فرض تعادل حالت در لحظه هر در را سیستم می توان که می شود انجام آهسته چنان جابجایی فرض:
کرد.

۱۱۷ / ۹۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

L

اولیه مکان

نهایی مکان

F

mg

T

r̂

θ̂

θm

θ

۱۱۷ / ۹۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

L

اولیه مکان

نهایی مکان

F

mg

T

r̂

θ̂

mg cos θ
F sin θ

F cos
θ

mg sin
θ

θm

θ

۱۱۷ / ۹۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم ∑مسئله

Fθ = 0 ⇒ F cos θ −mg sin θ = 0 ⇒ F = mg tan θ

∑
Fr = 0 ⇒ mg cos θ + F sin θ − T = 0{

T = mg cos θ + F sin θ

F = mg tan θ
⇒ T =

mg

cos θ

WF =

∫ θm

0
F⃗ · dr⃗

F⃗ = r̂F sin θ + θ̂F cos θ F = mg tan θ

F⃗ = r̂mg
sin2 θ

cos θ
+ θ̂mg sin θ

۱۱۷ / ۹۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

WF =

∫ θm

0
F⃗ · dr⃗, F⃗ = r̂mg

sin2 θ

cos θ
+ θ̂mg sin θ, dr⃗ = θ̂Ldθ

L

اولیه مکان

نهایی θمکان

dθ

Ldθ : قوس طول

۱۱۷ / ۹۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا



.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

WF =

∫ θm

0
F⃗ · dr⃗, F⃗ = r̂mg

sin2 θ

cos θ
+ θ̂mg sin θ, dr⃗ = θ̂Ldθ

WF = L

∫ θm

0
F cos θdθ = L

∫ θm

0
mg sin θdθ

WF = mgL

∫ θm

0
sin θdθ = mgL[− cos θ]θm0

WF = mgL(1− cos θm)

۱۱۷ / ۹۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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بعدی دو متغیر نیروی کار
چهاردهم مسئله

WF = mgL(1− cos θm) = mgh, h = L(1− cos θm)

L

اولیه مکان

نهایی مکان

θm

h = L(1− cos θm)

۱۱۷ / ۹۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
یک بعد: در نیوتن دوم قانون

m
dv

dt
= F (x) = Fخارجی(x)

می کنیم، ضرب dx یک در را طرفین

m
dv

dt
dx = F (x)dx ⇒ m

dx

dt
dv = F (x)dx ⇒ mvdv = F (x)dx

بنابراین
mvdv = F (x)dx

،vf نهایی سرعت xfبا نهایی مکان به vi اولیه سرعت xiبا اولبه مکان از انتگرالگیری

m

∫ vf

vi

vdv =

∫ xf

xi

F (x)dx ⇒ 1

2
mv2f − 1

2
mv2i =

∫ xf

xi

F (x)dx

۱۱۷ / ۱۰۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

انرژي و کار قضیه

1

2
mv2f − 1

2
mv2i =

∫ xf

xi

F (x)dx

جنبشی انرژي تعریف

K =
1

2
mv2

Wi→j =

∫ xf

xi

F (x)dx

Kf −Ki = Wi→j

∆K = Wi→j

شده انجام کار با است برابر j و i نقطه دو بین جنبشی انرژی تغییرات که می دهد نشان بالا رابطه
دونقطه. بین

۱۱۷ / ۱۰۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
سه بعد: در نیوتن دوم قانون

m
dv⃗

dt
= F⃗ (r⃗) = F⃗خارجی(r⃗)

زنجیری: قاعده ی

m
dv⃗

dt
·dr⃗ = F (x)·dr⃗ ⇒ mdv⃗·dr⃗

dt
= F (x)·dr⃗ ⇒ mv⃗ · dv⃗ = F (x)·dr⃗

،v⃗f نهایی سرعت r⃗fبا نهایی مکان به v⃗i اولیه سرعت r⃗iبا اولبه مکان از انتگرالگیری

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

v⃗ = îvx + ĵvy + k̂vz, dv⃗ = îdvx + ĵdvy + k̂dvz

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ = m

(∫ vxf

vxi

vxdvx +

∫ vyf

vyi

vydvy +

∫ vzf

vzi

vzdvz

)
۱۱۷ / ۱۰۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

.

.
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.

.

.

.

.

.

.

.

.

انرژي و کار قضیه

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

v⃗ = îvx + ĵvy + k̂vz, dv⃗ = îdvx + ĵdvy + k̂dvz

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

(
m

∫ vxf

vxi

vxdvx +m

∫ vyf

vyi

vydvy +m

∫ vzf

vzi

vzdvz

)

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

(
1

2
mv2xf − 1

2
mv2xi

)
+

(
1

2
mv2yf − 1

2
mv2yi

)
+

(
1

2
mv2zf − 1

2
mv2zi

)
۱۱۷ / ۱۰۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

m

∫ v⃗f

v⃗i

v⃗ · dv⃗ =

(
1

2
mv2xf − 1

2
mv2xi

)
+

(
1

2
mv2yf − 1

2
mv2yi

)
+

(
1

2
mv2zf − 1

2
mv2zi

)
=

[
1

2
m(v2xf + v2yf + v2zf )

]
−
[
1

2
m(v2xi + v2yi + v2zi)

]
=

1

2
mv2f − 1

2
v2i

1

2
mv2f − 1

2
v2i =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

۱۱۷ / ۱۰۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.
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انرژي و کار قضیه

1

2
mv2f − 1

2
mv2i =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

جنبشی انرژي تعریف

K =
1

2
mv2

Wi→j =

∫ r⃗f

r⃗i

F⃗ (r⃗) · dr⃗

Kf −Ki = Wi→j

∆K = Wi→j

است برابر j و i نقطه دو بین سه بعد یا دوبعد در جنبشی انرژی تغییرات که می دهد نشان بالا رابطه
دونقطه. بین شده انجام کار با

۱۱۷ / ۱۰۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

µ = 0

T

T

x

h

x1x2

µ = 0

T

Th

x1x2

T cos θ θ

∆K = K2 −K1 = WT =

∫ x2

x1

T⃗ · dr⃗ =

∫ x2

x1

T cos θdx

۱۱۷ / ۱۰۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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.

انرژي و کار قضیه
مسئله

µ = 0

T

Th

x1x2

T cos θ θ

∆K = K2 −K1 = WT =

∫ x2

x1

T cos θdx

cos θ =
x√

x2 + h2

∆K = T

∫ x2

x1

x√
x2 + h2

dx

۱۱۷ / ۱۰۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

∆K = T

∫ x2

x1

x√
x2 + h2

dx

u = x2 + h2, du = 2xdx

∫ x2

x1

x√
x2 + h2

dx =
1

2

∫ u2

u1

1√
u
du =

1

2

∫ u2

u1

u−1/2du

=
1

2
× 1

1− 1/2

[
u1−1/2

]u2

u1

=
[√

x2 + h2
]x2

x1

=
√

x22 + h2 −
√
x21 + h2

∆K = T (
√
x22 + h2 −

√
x21 + h2)

۱۱۷ / ۱۰۸ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

k

v0 = 0

فشردگی بیشینه
v = 0d

۱۱۷ / ۱۰۹ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

(1)

k

v0 = 0

(2)

v =?

(3)

فشردگی بیشینه
v = 0d

h =?

۱۱۷ / ۱۱۰ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

:(2) حالت و (1) حالت دو بین انرژی و کار قضیه

K2 −K1 = W 12
mg

1

2
mv2 − 1

2
mv20 = W 12

mg, v0 = 0

1

2
mv2 = W 12

mg = mgh

:(3) حالت و (2) حالت دو بین انرژی و کار قضیه

K3 −K2 = W 23
mg +WF

0− 1

2
mv2 = mgd− 1

2
kd2

1

2
mv2 =

1

2
kd2 −mgd

۱۱۷ / ۱۱۱ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

1

2
mv2 = W 12

mg = mgh

1

2
mv2 =

1

2
kd2 −mgd

نتیجه در

v =
√
kd2/m− 2gd

W 12
mg =

1

2
kd2 −mgd

W 12
mg = mgh =

1

2
kd2 −mgd ⇒ h =

kd2

mg
− d

۱۱۷ / ۱۱۲ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

µ = 0

نهایی مکان

h اولیه مکان

v ثابت سرعت

F

×

ϕ

۱۱۷ / ۱۱۳ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
مسئله

µ = 0

N

F cos(ϕ− θ)

×

mg cos θ

×

mg sin θ

F sin(ϕ− θ)

θ

ϕ− θ

۱۱۷ / ۱۱۴ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه
داریم، نیوتن دوم قانون از و شیبدار سطح روی بر ذره ثابت سرعت به توجه ∑با

Fx = a = 0 ⇒ Wکل = 0

داریم، انرژي و کار قضیه از و شیبدار سطح روی بر ذره ثابت سرعت به توجه با

∆ = 0 ⇒ Wکل = 0

نیوتن دوم قانون ∑از
Fx = 0 ⇒ F sin(ϕ− θ) = mg sin θ

:F نیروی کار

WF =

∫ نهایی مکان

اولیه مکان
F⃗ · dr⃗, dr⃗ = dxî, F⃗ = F sin(ϕ− θ)̂i− F cos(ϕ− θ)ĵ

۱۱۷ / ۱۱۵ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه

Wکل = 0

F sin(ϕ− θ) = mg sin θ

:F نیروی کار

WF =

∫ نهایی مکان

اولیه مکان
F⃗ · dr⃗, dr⃗ = dxî, F⃗ = F sin(ϕ− θ)̂i− F cos(ϕ− θ)ĵ

WF =

∫ نهایی مکان

اولیه مکان
F sin(ϕ− θ)dx

WF = F sin(ϕ− θ)(نهایی مکان − اولیه (مکان

sin θ =
h

نهایی مکان − اولیه مکان
⇒ نهایی مکان − اولیه مکان =

h

sin θ

۱۱۷ / ۱۱۶ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا
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انرژي و کار قضیه

Wکل = 0

F sin(ϕ− θ) = mg sin θ

WF = F sin(ϕ− θ)(نهایی مکان − اولیه (مکان

sin θ =
h

نهایی مکان − اولیه مکان
⇒ نهایی مکان − اولیه مکان =

h

sin θ

WF = F sin(ϕ− θ)
h

sin θ
= mg sin θ

h

sin θ
= mgh

Wکل = WF +Wmg = 0 ⇒ Wmg = −WF = −mgh

۱۱۷ / ۱۱۷ ۱۴۰۰ مهر جنبشی انرژی و کار قم) (دانشگاه مظفری محمدرضا


