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رابطه ∑k ϵijkϵlmk = δilδjm − δimδjl اتحاد بوسیله (1

(A⃗× B⃗) · (A⃗× B⃗) = A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

آورید. بدست را

(A⃗× B⃗) · (A⃗× B⃗) =

∑
ijk

AiBjϵijkêk

 ·

∑
i′j′k′

Ai′Bj′ϵi′j′k′ êk′


=
∑
ijk

∑
i′j′k′

AiBjAi′Bj′ϵijkϵi′j′k′δkk′

=
∑
ijk

∑
i′j′

AiBjAi′Bj′ϵijkϵi′j′k

=
∑
ij

∑
i′j′

AiBjAi′Bj′

(∑
k

ϵijkϵi′j′k

)
=
∑
ij

∑
i′j′

AiBjAi′Bj′ (δii′δjj′ − δij′δji′)

=
∑
ij

AiBjAiBj −
∑
ij

AiBjAjBi

=

(∑
i

A2
i

)∑
j

B2
j

−

(∑
i

AiBi

)∑
j

AjBj


= A2B2 − (A⃗ · B⃗)2

.A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗ به می�شود منجر C⃗ × C⃗ = 0 که دهید نشان و کنید شروع C⃗ = A⃗+ B⃗ رابطه از (2

C⃗ × C⃗ = (A⃗+ B⃗)× (A⃗+ B⃗) = A⃗× A⃗+ A⃗× B⃗ + B⃗ × A⃗+ B⃗ × B⃗

0 = A⃗× B⃗ + B⃗ × A⃗

بنابراین
A⃗× B⃗ = −B⃗ × A⃗

روابط که دهید نشان (3
(A⃗− B⃗) · (A⃗+ B⃗) = A2 −B2, (A⃗− B⃗)× (A⃗+ B⃗) = 2A⃗× B⃗

است. برقرار

1



(A⃗− B⃗) · (A⃗+ B⃗) = A⃗ · A⃗+ A⃗ · B⃗ − B⃗ · A⃗− B⃗ · B⃗

= A2 −B2

(2) سوال به توجه با و

(A⃗− B⃗)× (A⃗+ B⃗) = A⃗× A⃗+ A⃗× B⃗ − B⃗ × A⃗− B⃗ × B⃗

= 2A⃗× B⃗

کسینوسها اتحاد (a) شکل از استفاده با (4
C2 = A2 +B2 + 2AB cosα

سینوسها اتحاد (b) شکل از استفاده با و
sinα

A
=

sinβ

B
=

sin γ

C

آورید. بدست را

کسینوسها اتحاد
C2 = C⃗ · C⃗ = (A⃗+ B⃗) · (A⃗+ B⃗) = A⃗ · A⃗+ A⃗ · B⃗ + B⃗ · A⃗+ B⃗ · B⃗

= A2 +B2 + 2A⃗ · B⃗ = A2 +B2 + 2AB cosα

سینوسها اتحاد
C⃗ + A⃗+ B⃗ = 0 (1)

کنیم خارجی ضرب را A⃗ بردار بالا تساوي طرفین در اگر
A⃗× (C⃗ + A⃗+ B⃗) = 0 ⇒ A⃗× C⃗ + A⃗× B⃗ = 0 ⇒ A⃗× C⃗ = −A⃗× B⃗

داریم بالا، عبارت اندازه باگرفتن
|A⃗× C⃗| = |A⃗× B⃗| ⇒ AC sinβ = AB sin γ

بالا عبارت به ABC کردن تقسیم با
AC sinβ

ABC
=

AB sin γ

ABC
⇒ sinβ

B
=

sin γ

C
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داریم کنیم، خارجی ضرب B⃗ بردار در را (1) عبارت طرفین در اگر
B⃗ × (C⃗ + A⃗+ B⃗) = 0 ⇒ B⃗ × A⃗+ B⃗ × C⃗ = 0 ⇒ B⃗ × A⃗ = −B⃗ × C⃗

داریم بالا، عبارت اندازه باگرفتن
|B⃗ × A⃗| = |B⃗ × C⃗| ⇒ BA sin γ = BC sinα

بالا عبارت به ABC کردن تقسیم با
BA sin γ

ABC
=

BC sinα

ABC
⇒ sin γ

C
=

sinα

A

مطابق ب) آورید. رابدست B⃗ و A⃗ بردارهاي بوسیله شده تشکیل متوازي�الاضلاع مساحت شکل مطابق الف) (5
دهید نشان و آورید رابدست C⃗ و A⃗ ،B⃗ بردارهاي بوسیله شده تشکیل متوازي�السطوح حجم شکل

A⃗ · B⃗ × C⃗ =

∣∣∣∣∣∣
Ax Ay Az

Bx By Bz

Cx Cy Cz

∣∣∣∣∣∣

بصورت نامتعامد و سطح هم غیر بردار سه از خطی ترکیب D⃗ بردار (6
D⃗ = αA⃗+ βB⃗ + γC⃗

.γ = D⃗·A⃗×B⃗

C⃗·A⃗×B⃗
و β = D⃗·C⃗×A⃗

B⃗·C⃗×A⃗
،α = D⃗·B⃗×C⃗

A⃗·B⃗×C⃗
دهید نشان است.

می�کنیم خارجی ضرب B⃗ بردار یک در ابتدا را D⃗ = αA⃗+ βB⃗ + γC⃗ بردار طرفین α آوردن بدست براي
D⃗ × B⃗ = αA⃗× B⃗ + βB⃗ × B⃗ + γC⃗ × B⃗

می�کنیم داخلی ضرب C⃗ بردار در وسپس
D⃗ × B⃗ · C⃗ = αA⃗× B⃗ · C⃗ + γC⃗ × B⃗ · C⃗

بنابراین ،A⃗× B⃗ · C⃗ ̸= 0 نامتعامد، و سطح هم غیر بردارها اینکه به باتوجه

α =
D⃗ × B⃗ · C⃗
A⃗× B⃗ · C⃗

=
C⃗ × D⃗ · B⃗
C⃗ × A⃗ · B⃗

=
B⃗ × C⃗ · D⃗
B⃗ × C⃗ · A⃗
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می�کنیم خارجی ضرب C⃗ بردار یک در ابتدا را D⃗ = αA⃗+ βB⃗ + γC⃗ بردار طرفین β آوردن بدست براي
D⃗ × C⃗ = αA⃗× C⃗ + βB⃗ × C⃗ + γC⃗ × C⃗

می�کنیم داخلی ضرب A⃗ بردار در وسپس
D⃗ × C⃗ · A⃗ = αA⃗× C⃗ · A⃗+ βB⃗ × C⃗ · A⃗

بنابراین ،A⃗× B⃗ · C⃗ ̸= 0 نامتعامد، و سطح هم غیر بردارها اینکه به باتوجه

β =
D⃗ × C⃗ · A⃗
B⃗ × C⃗ · A⃗

=
A⃗× D⃗ · C⃗
C⃗ × A⃗ · B⃗

=
C⃗ × A⃗ · D⃗
B⃗ × C⃗ · A⃗

می�آید. بدست ترتیب همین به γنیز کمیت
اتحادهاي درستی (7

(A⃗× B⃗) · (C⃗ × D⃗) = (A⃗ · C⃗)(B⃗ · D⃗)− (A⃗ · D⃗)(B⃗ · C⃗)

(A⃗× B⃗)× (C⃗ × D⃗) = (A⃗ · B⃗ × D⃗)C⃗ − (A⃗ · B⃗ × C⃗)D⃗

کنید. بررسی را
بصورت می�توان را (A⃗× B⃗) · (C⃗ × D⃗) عبارت

(A⃗× B⃗) · (C⃗ × D⃗) = D⃗ · [(A⃗× B⃗)× C⃗] = −D⃗ · [C⃗ × (A⃗× B⃗)]

برابر کروشه داخل عبارت ،u⃗× (v⃗ × w⃗) = v⃗(u⃗ · w⃗)− w⃗(u⃗ · v⃗) بک�کب اتحاد از استفاده با نوشت.
(A⃗× B⃗) · (C⃗ × D⃗) = −D⃗ · [C⃗ × (A⃗× B⃗)] = −D⃗ · [A⃗(C⃗ · B⃗)− B⃗(C⃗ · A⃗)]

= −(D⃗ · A⃗)(C⃗ · B⃗) + (D⃗ · B⃗)(C⃗ · A⃗)

w⃗ = D⃗ و v⃗ = C⃗ ،u⃗ = A⃗× B⃗ اینجا در واینکه ،u⃗× (v⃗× w⃗) = v⃗(u⃗ · w⃗)− w⃗(u⃗ · v⃗) بک�کب اتحاد از استفاده با
داریم

(A⃗× B⃗)× (C⃗ × D⃗) = C⃗[(A⃗× B⃗) · D⃗]− D⃗[(A⃗× B⃗) · C⃗]

= C⃗[(D⃗ × A⃗) · B⃗]− D⃗[(C⃗ × A⃗) · B⃗]

= C⃗[(B⃗ × D⃗) · A⃗]− D⃗[(B⃗ × C⃗) · A⃗]

دهید نشان بک�کب، اتحاد از استفاده با (8
A⃗× (B⃗ × C⃗) + B⃗ × (C⃗ × A⃗) + C⃗ × (A⃗× B⃗) = 0

A⃗× (B⃗ × C⃗) + B⃗ × (C⃗ × A⃗) + C⃗ × (A⃗× B⃗) =

[B⃗(A⃗ · C⃗)− C⃗(A⃗ · B⃗)] + [C⃗(B⃗ · A⃗)− A⃗(B⃗ · C⃗)] + [A⃗(C⃗ · B⃗)− B⃗(C⃗ · A⃗)] = 0
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تحت را گرادیان بردار ناوردایی، بررسی این براي (راهنمایی: است بردار یک ∇⃗ گرادیان اپراتور دهید نشان (9
کنید.) بررسی x محور حول مختصات دستگاه چرخش

زیر بصورت مختصات دستگاه یکه وبردارهاي مکان بردار ،x محور حول مختصات دستگاه چرخش تحت
می�شوند تبدیل

x = x
′

y = y
′ cos θ − z

′ sin θ

z = y
′ sin θ + z

′ cos θ
(2)

و
î′ = î

ĵ′ = ĵ cos θ + k̂ sin θ

k̂′ = −ĵ sin θ + k̂ cos θ
(3)

∇⃗
′
= î′

∂

∂x′ + ĵ′
∂

∂y′
+ k̂′

∂

∂z′

= î
∂

∂x
+ (ĵ cos θ + k̂ sin θ)(

∂y

∂y′
∂

∂y
+

∂z

∂y′
∂

∂z
) + (−ĵ sin θ + k̂ cos θ)( ∂y

∂z′
∂

∂y
+

∂z

∂z′
∂

∂z
)

= î
∂

∂x
+ (ĵ cos θ + k̂ sin θ)(cos θ ∂

∂y
+ sin θ

∂

∂z
) + (−ĵ sin θ + k̂ cos θ)(− sin θ

∂

∂y
+ cos θ ∂

∂z
)

= î
∂

∂x
+ ĵ

∂

∂y
+ k̂

∂

∂z
= ∇⃗

،(3, 2, 1) نقطه در را ∇⃗f(x, y, z) الف) آورید بدست را زیر کمیتهاي ،f(x, y, z) = (x2+y2+ z2)− 32 اگر (10
.(3, 2, 1) نقطه در ∇⃗f(x, y, z) هادي کسینوسهاي ج) و (3, 2, 1) نقطه در گرادیان بزرگی |∇⃗f(x, y, z)| ب)

مماس صفحه معادله و کنید محاسبه (1, 2, 1) نقطه در را z = x2+ y2 سهمی�گون برسطح عمود یکه بردار (11
آورید. بدست (1, 2, 1) نقطه در را سهمی�گون این بر

دهید نشان باشد، t زمان و r⃗ مکان تابع بردار میدان یک F⃗ (x, y, z, t) اگر (12

dF⃗ = (dr⃗ · ∇⃗)F⃗ + dt
∂

∂t
F⃗

اینصورت در باشد، t زمان و r⃗ مکان تابع اسکالر میدان یک ϕ(x, y, z, t) اگر

dϕ = dz
∂ϕ

∂z
+ dy

∂ϕ

∂y
+ dz

∂ϕ

∂z
+ dt

∂ϕ

∂t
= (d⃗r · ∇⃗)ϕ+ dt

∂ϕ

∂t

بردار مولفه�هاي از یک هر براي بالا رابطه بگیریم، نظر در اسکالر میدانهاي را F⃗ (x, y, z, t) بردار مولفه�هاي اگر
یعنی است، صادق (Fx(x, y, z, t), Fy(x, y, z, t), Fz(x, y, z, t))
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dFx = (d⃗r · ∇⃗)Fx + dt
∂Fx

∂t

dFy = (d⃗r · ∇⃗)Fy + dt
∂Fy

∂t

dFz = (d⃗r · ∇⃗)Fz + dt
∂Fz

∂t

بنابراین ،dF⃗ = îdFx + ĵdFy + k̂dFz اگر

dF⃗ = (d⃗r · ∇⃗)(̂iFx + ĵFy + k̂Fz) + dt
∂

∂t
(̂iFx + ĵFy + k̂Fz)

و
dF⃗ = (dr⃗ · ∇⃗)F⃗ + dt

∂

∂t
F⃗

کنید استفاده قبل مسئله از است(راهنمائی: بردار یک نیز dF⃗
dt باشد، بردار یک F⃗ (x, y, z, t) اگر دهید نشان (13

بردارند). نیز v⃗ = dr⃗
dt و ∇⃗ گرادیان که باشید داشته نظر در و

پریم بدون و پریمدار دستگاه دو در آن مولفه�هاي بین رابطه اینصورت در باشد، بردار یک F⃗ (x, y, z, t) اگر
بصورت

F
′

i =
∑
j

λijFj

که دهیم نشان داریم قصد است. یکدیگر با j و i محور دو مثبت جهت بین کسینوس λij آن در که می�شود، داده
یعنی است بردار یک dF⃗

dt

dF
′

i

dt
=
∑
j

λij
dFj

dt

داریم قبل مسئله از
dF

′

i

dt
= v⃗

′
· ∇⃗

′
F

′

i +
∂

∂t
F

′

i

dF
′

i

dt
=

∑
j

êjv
′

j

 ·

(∑
k

êk∂
′

k

)
F

′

i +
∂

∂t
F

′

i =

∑
jk

δjkv
′

j∂
′

k

F
′

i +
∂

∂t
F

′

i =

∑
j

v
′

j∂
′

j

F
′

i +
∂

∂t
F

′

i

باشند بردار سرعت و گرادیان اگر

dF
′

i

dt
=

∑
j

(∑
l

λjlvl

)(∑
m

λjm∂m

)F
′

i +
∂

∂t
F

′

i

و

dF
′

i

dt
=

∑
lm

∑
j

λjlλjm

 vl∂m

F
′

i +
∂

∂t
F

′

i =

(∑
lm

δlmvl∂m

)
F

′

i +
∂

∂t
F

′

i =
(
v⃗ · ∇⃗

)
F

′

i +
∂

∂t
F

′

i
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باشد بردار یک نیز F⃗ اگر و
dF

′

i

dt
=
(
v⃗ · ∇⃗

)
F

′

i +
∂

∂t
F

′

i =
(
v⃗ · ∇⃗

)∑
k

λikFk +
∂

∂t

∑
k

λikFk

=
∑
k

λik

(
v⃗ · ∇⃗Fk +

∂

∂t
Fk

)
=
∑
k

λik
dFk

dt

دهید نشان مولفه�ها از مشتق�گیري با (14
d

dt
(A⃗ · B⃗) =

dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗ · dB⃗

dt

d

dt
(A⃗× B⃗) =

dA⃗

dt
× B⃗ + A⃗× dB⃗

dt

کنید.) استفاده اتحادها بررسی براي (12) مسئله از (راهنمائی:
یعنی کنیم، بررسی را g و f اسکالر میدان دو حاصلضرب ابتدا

d(fg) = (d⃗r · ∇⃗)(fg) + dt
∂

∂t
(fg)

= dx
∂

∂x
(fg) + dy

∂

∂y
(fg) + dz

∂

∂z
(fg) + dt

∂

∂t
(fg)

= dx

[(
∂f

∂x

)
g + f

(
∂g

∂x

)]
+ dy

[(
∂f

∂y

)
g + f

(
∂g

∂y

)]
+ dz

[(
∂f

∂z

)
g + f

(
∂g

∂z

)]
+ dt

[(
∂f

∂t

)
g + f

(
∂g

∂t

)]
= g

(
dx

∂

∂x
f + dy

∂

∂y
f + dz

∂

∂z
f + dt

∂

∂t
f

)
g + f

(
dx

∂

∂x
g + dy

∂

∂y
g + dz

∂

∂z
g + dt

∂

∂t
g

)
=

(
dr⃗ · ∇⃗f + dt

∂

∂t
f

)
g + f

(
dr⃗ · ∇⃗g + dt

∂

∂t
g

)
بنابراین باشد، vz = dz

dt و vx = dx
dt ،vy = dy

dt اگر و
d

dt
(fg) = (v⃗ · ∇⃗)(fg) +

∂

∂t
(fg)

=

(
v⃗ · ∇⃗f +

∂

∂t
f

)
g + f

(
v⃗ · ∇⃗g +

∂

∂t
g

)
=

df

dt
g + f

dg

dt

بردار دو داخلی ضرب� براي
d

dt

∑
i

AiBi =
∑
i

(
d

dt
(AiBi)

)
=
∑
i

(
dAi

dt
Bi +Ai

dBi

dt

)
=
∑
i

dAi

dt
Bi +

∑
i

Ai
dBi

dt

=
dA⃗

dt
· B⃗ + A⃗ · dB⃗

dt
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بردار دو خارجی ضرب براي
d

dt

∑
ijk

AiBjϵijkêk =
∑
ijk

ϵijkêk

(
d

dt
(AiBj)

)

=
∑
ijk

ϵijkêk

(
dAi

dt
Bj +Ai

dBj

dt

)
=
∑
ijk

ϵijkêk
dAi

dt
Bj +

∑
ijk

ϵijkêkAi
dBj

dt

=
dA⃗

dt
× B⃗ + A⃗× dB⃗

dt

کنید بررسی را زیر روابط بردارها، اندیسی نمایش از استفاده با (15
∇⃗ · (A⃗× B⃗) = B⃗ · (∇⃗ × A⃗)− A⃗ · (∇⃗ × B⃗)

∇⃗ × (A⃗× B⃗) = (B⃗ · ∇⃗)A⃗− (A⃗ · ∇⃗)B⃗ − B⃗(∇⃗ · A⃗) + A⃗(∇⃗ · B⃗)

∇⃗ · (A⃗× B⃗) =
∑
ijk

ϵijk∂i(AjBk) =
∑
ijk

ϵijk[(∂iAj)Bk +Aj(∂iBk)]

=
∑
ijk

ϵijk(∂iAj)Bk +
∑
ijk

ϵijkAj(∂iBk)

=
∑
ijk

ϵkijBk(∂iAj)−
∑
ijk

ϵijkAj(∂iBk)

= B⃗ · (∇⃗ × A⃗)− A⃗ · (∇⃗ × B⃗)

∇⃗ × (A⃗× B⃗) = ∇⃗ × (
∑
ijk

ϵijkAiBj êk) =
∑
ijklm

ϵijkϵlkm∂l(AiBj)êm

=
∑
ijlm

((∂lAi)Bj +Ai(∂lBj))(
∑
k

ϵijkϵlkm)êm =
∑
ijlm

((∂lAi)Bj +Ai(∂lBj))(−
∑
k

ϵijkϵlmk)êm

= −
∑
ijlm

((∂lAi)Bj +Ai(∂lBj))(δilδjm − δimδjl)êm

= −
∑
ij

(∂iAi)Bj êj −
∑
ij

Ai(∂iBj)êj +
∑
ij

Bj(∂jAi)êi +
∑
ij

êiAi(∂jBj)

= −

(∑
i

∂iAi

)∑
j

Bj êj

−

(∑
i

Ai∂i

)∑
j

Bj êj


+

∑
j

Bj∂j

(∑
i

Aiêi

)
+

(∑
i

êiAi

)∑
j

∂jBj


= −B⃗(∇⃗ · A⃗)− (A⃗ · ∇⃗)B⃗ + (B⃗ · ∇⃗)A⃗+ A⃗(∇⃗ · B⃗)

مظفري
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