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کنید بررسی را زیر اتحاد درستی (1

∇2ϕ = ∇⃗ · ∇⃗ϕ =
∂2ϕ
∂x2 +

∂2ϕ
∂y2 +

∂2ϕ
∂z2

است برقرار زیر عبارت ،r =√x2 + y2 + z2 که f(r) دلخواه تابع هر براي دهید نشان و

∇2f(r) = 2
r

df(r)

dr
+
d2f(r)
dr2

واگرائی و گرادیان تعریف به باتوجه
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Ax =
∂ϕ

∂x
, Ay =

∂ϕ

∂y
, Az =

∂ϕ

∂z

بنابراین
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y
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=
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dr

)
y2
r

+

(
1
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∂z

(1
r

df(r)

dr
z

)
=

1
r

df(r)

dr
+

d

dr

(1
r

df(r)

dr

)
z2
r

=
1
r

df(r)

dr
−
( 1
r2
df(r)

dr

)
z2
r

+
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کنید بررسی را زیر اتحادهاي درستی (2
∇⃗ × ∇⃗ϕ = 0, ∇⃗ · ∇⃗ × A⃗ = 0, ∇⃗ × (∇⃗ × A⃗) = ∇⃗∇⃗ · A⃗− ∇⃗ · ∇⃗A⃗

∇⃗ × ∇⃗ϕ =

∣∣∣∣∣∣∣
î ĵ î
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂ϕ
∂x

∂ϕ
∂y

∂ϕ
∂z

∣∣∣∣∣∣∣
= î

(
∂2ϕ
∂y∂z

− ∂2ϕ
∂z∂y

)
+ ĵ

(
∂2ϕ
∂z∂x

− ∂2ϕ
∂x∂z

)
+ k̂

(
∂2ϕ
∂y∂x

− ∂2ϕ
∂x∂y

)
= 0

∇⃗ · ∇⃗ × A⃗ =

∣∣∣∣∣∣
∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

∂
∂x

∂
∂y

∂
∂z

Ax Ay Az

∣∣∣∣∣∣ = 0

∇⃗ × ∇⃗ × A⃗ =

(∑
i

êi∂i

)
×

∑
jkl

∂jAkϵjklêl

 =
∑
ijklm

∂i∂jAkϵjklϵilmêm

=
∑
ijkm

∂i∂jAk

(∑
l

ϵjklϵilm

)
êm

=
∑
ijkm

∂i∂jAk (−δijδkm + δikδjm) êm

= −
∑
ik

∂i∂iAkêk +
∑
ij

∂i∂jAiêj

= −

(∑
i

∂i∂i

)(∑
k

Akêk

)
+

∑
j

êj∂j

(∑
i

∂iAi

)
= −∇⃗ · ∇⃗A⃗+ ∇⃗∇⃗ · A⃗

داریم باشد، مشتق�پذیر اسکالر تابع یک ϕ اگر دهید نشان (3
∇⃗ × (ϕ∇⃗ϕ) = 0

داریم (2) مسئله و ∇⃗ × (ϕA⃗) = ∇⃗ϕ× A⃗+ ϕ∇⃗ × A⃗ اتحاد از استفاده با
∇⃗ × (ϕ∇⃗ϕ) = (∇⃗ϕ)× (∇⃗ϕ) + ϕ∇⃗ × (∇⃗ϕ) = 0

است. اي سیملوله ∇⃗ϕ× ∇⃗ψ دهید نشان باشند، مشتق�پذیر اسکالر توابع ψ و ϕ اگر (4
داریم (2) مسئله و ∇⃗ × (ϕA⃗) = ∇⃗ϕ× A⃗+ ϕ∇⃗ × A⃗ اتحاد از استفاده با

∇⃗ × (ϕ∇⃗ψ) = ∇⃗ϕ× ∇⃗ψ + ϕ∇⃗ × ∇⃗ψ ⇒ ∇⃗× (ϕ∇⃗ψ) = ∇⃗ϕ× ∇⃗ψ
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داریم بگیریم، دیورژانس طرفین از اگر حالا
∇⃗ · ∇⃗ × (ϕ∇⃗ψ) = ∇⃗ · (∇⃗ϕ× ∇⃗ψ)

نهایت در و است صفر برابر چپ سمت عبارت (2) مسئله از استفاده با
∇⃗ · (∇⃗ϕ× ∇⃗ψ) = 0

هم و سیملوله�اي هم ∇⃗ϕ دهید نشان کند. صدق (∇2ϕ = 0 (یعنی لاپلاس معادله در ϕ اسکالر تابع اگر (5
است. غیرچرخشی

∇⃗ϕ بنابراین ∇2ϕ = ∇⃗ · ∇⃗ϕ = 0 چون و است غیرچرخشی ∇⃗ϕ یعنی ∇⃗ × ∇⃗ϕ = 0 (2) مسئله از استفاده با
است. سیملوله�اي

ناپذیر تراکم مایع اگر می�شود. داده V⃗ = îu(x, y)− ĵv(x, y) رابطه�ي از مایع یک بعدي دو جریان سرعت (6
دهید نشان باشد، (∇⃗ × V⃗ = 0 (یعنی غیرچرخشی و (∇⃗ · V⃗ = 0 (یعنی
∂u

∂x
=
∂v

∂y
,

∂u

∂y
= −∂v

∂x

می�کنید. بررسی مختلط توابع در آنرا 2 فیزیک ریاضی درس در که است ریمان کوشی رابطه به معروف رابطه این

∇⃗ · V⃗ = 0 ⇒ ∂u

∂x
− ∂v

∂y
= 0

∇⃗ × V⃗ = 0 ⇒
(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
k̂ = 0 ⇒ ∂u

∂y
+
∂v

∂x
= 0

(J(r⃗, t) = 0 (یعنی آن متناظر جریان و (ρ(r⃗, t) = 0 (یعنی آزاد بار چگالی غیاب در ماکسول معادلات (7
بصورت

∇⃗ · E⃗ = 0 ∇⃗ · B⃗ = 0 ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t

میدان هم و E⃗ الکتریکی میدان براي هم را الکترومغناطیس موج معادله (2) مسئله از استفاده با می�شود. داده
آورید بدست B⃗ مغناطیس

∇2E⃗ = µ0ϵ0
∂2E⃗
∂t2

∇2B⃗ = µ0ϵ0
∂2B⃗
∂t2

می�گیریم کرل ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t معادله طرفین از

∇⃗ ×
(
∇⃗ × E⃗

)
= −∇⃗ ×

(
∂B⃗

∂t

)
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(2) مسئله از استفاده با

∇⃗(∇⃗ · E⃗)−∇2E⃗ = − ∂

∂t

(
∇⃗ × B⃗

)
داریم بالا رابطه در ∇⃗ · E⃗ = 0 و ∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0 ∂E⃗

∂t دادن قرار با

∇2E⃗ = µ0ϵ0
∂2E⃗
∂t2

می�گیریم کرل ∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0 ∂E⃗
∂t معادله طرفین از

∇⃗ ×
(
∇⃗ × B⃗

)
= µ0ϵ0∇⃗ ×

(
∂E⃗

∂t

)

(2) مسئله از استفاده با

∇⃗(∇⃗ · B⃗)−∇2B⃗ = µ0ϵ0
∂

∂t

(
∇⃗ × E⃗

)
داریم بالا رابطه در ∇⃗ · B⃗ = 0 و ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t دادن قرار با

∇2B⃗ = µ0ϵ0
∂2B⃗
∂t2

حالت این در کنید. تکرار دارد، صفر مخالف J⃗ جریان چگالی ماکسول معادلات که حالتی براي را (7) مسئله (8
بصورت ماکسول معادلات شکل

∇⃗ · E⃗ = 0 ∇⃗ · B⃗ = 0 ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0
∂E⃗

∂t
+ µ0J⃗

می�باشد. سیستم رسانندگی σ آن در که است برقرار (J⃗ = σE⃗)اهم قانون کنید فرض اینجا در می�باشد.
می�گیریم کرل ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t معادله طرفین از

∇⃗ ×
(
∇⃗ × E⃗

)
= −∇⃗ ×

(
∂B⃗

∂t

)

(2) مسئله از استفاده با

∇⃗(∇⃗ · E⃗)−∇2E⃗ = − ∂

∂t

(
∇⃗ × B⃗

)
داریم بالا رابطه در ∇⃗ · E⃗ = 0 و ∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0 ∂E⃗

∂t + µ0σE⃗ دادن قرار با
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∇2E⃗ = µ0ϵ0
∂2E⃗
∂t2 + µ0σ

∂E⃗

∂t

می�گیریم کرل ∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0 ∂E⃗
∂t + µ0σE⃗ معادله طرفین از

∇⃗ ×
(
∇⃗ × B⃗

)
= ∇⃗ ×

(
µ0ϵ0

∂E⃗

∂t
+ µ0σE⃗

)

(2) مسئله از استفاده با

∇⃗(∇⃗ · B⃗)−∇2B⃗ = µ0ϵ0
∂

∂t

(
∇⃗ × E⃗

)
+ µ0σ∇⃗ × E⃗

داریم بالا رابطه در ∇⃗ · B⃗ = 0 و ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t دادن قرار با

∇2B⃗ = µ0ϵ0
∂2B⃗
∂t2 + µ0σ

∂B⃗

∂t

روش از را دارد صفر مخالف بار چگالی و جریان چگالی ماکسول معادلات که حالتی براي را (7) مسئله (9
بصورت ماکسول معادلات شکل حالت این در کنید. تکرار پتانسیل

∇⃗ · E⃗ =
ρ

ϵ0
∇⃗ · B⃗ = 0 ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t
∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0

∂E⃗

∂t
+ µ0J⃗

بصورت را B⃗ مغناطیسی میدان توان می ∇⃗ · B⃗ = 0 اینکه به توجه با اینجا در می�باشد.
B⃗ = ∇⃗ × A⃗

مقدار دهیم قرار ∇⃗ · B⃗ داخل را (B⃗ = ∇⃗ × A⃗ (یعنی بالا عبارت اگر می�شود. گفته برداري پتانسیل A⃗ به که نوشت
داریم B⃗ = ∇⃗ × A⃗ اینکه و ∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗

∂t از استفاده با .B⃗ = ∇⃗ × A⃗ پس می�شود. ∇⃗ · ∇⃗ × A⃗ = 0 برابر آن

∇⃗ × E⃗ = −∂B⃗
∂t

⇒ ∇⃗× E⃗ = − ∂

∂t
∇⃗ × A⃗⇒ ∇⃗×

[
E⃗ +

∂A⃗

∂t

]
= 0

پتانسیلهاي از استفاده با حالا می�نامند. اسکار پتانسیل را ϕ همچنین .∇⃗ × ∇⃗ϕ = 0 چون −∇⃗ϕ = E⃗ + ∂A⃗
∂t می�توان

مغناطیسی و الکتریکی میدانهاي با آنها روابط و اسکالر و برداري

B⃗ = ∇⃗ × A⃗ E⃗ = −∇⃗ϕ− ∂A⃗

∂t

آورید. بدست پتانسیلها برحسب بار این را الکترومغناطیسی موج معادله

∇2A⃗ = µ0ϵ0
∂2A⃗
∂t2 − µ0J⃗

∇2ϕ = µ0ϵ0
∂2ϕ
∂t2 − 1

ϵ0
ρ
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که دهید قرار صفر برابر آنرا که می�کنید برخورد ∇⃗ · A⃗ + µ0ϵ0 ∂ϕ
∂t عبارت به مسئله حل جریان در (راهنمائی:

می�شود.) شناخته لورنتس پیمانه به رابطه این
داریم ∇⃗ · E⃗ = ρ

ϵ0 معادله در E⃗ = −∇⃗ϕ− ∂A⃗
∂t دادن قرار با

∇⃗ ·

(
−∇⃗ϕ− ∂A⃗

∂t

)
=

ρ

ϵ0
⇒ −∇2ϕ− ∇⃗ · ∂A⃗

∂t
=

ρ

ϵ0
⇒ −∇2ϕ− ∂

∂t
∇⃗ · A⃗ =

ρ

ϵ0

داریم ∇⃗ · A⃗+ µ0ϵ0 ∂ϕ
∂t = 0 که مسئله راهنمائی از استفاده با

∇2ϕ+
∂

∂t
∇⃗ · A⃗ = − ρ

ϵ0
⇒ ∇2ϕ− µ0ϵ0

∂2ϕ
∂t2 = − ρ

ϵ0
⇒ ∇2ϕ = µ0ϵ0

∂2ϕ
∂t2 − ρ

ϵ0

داریم ∇⃗ × B⃗ = µ0ϵ0 ∂E⃗
∂t + µ0J⃗ معادله در ∇⃗ × A⃗ = B⃗ و E⃗ = −∇⃗ϕ− ∂A⃗

∂t دادن قرار با

∇⃗ × (∇⃗ × A⃗) = µ0ϵ0
∂

∂t

(
−∇⃗ϕ− ∂A⃗

∂t

)
+ µ0J⃗

−∇2A⃗+ ∇⃗(∇⃗ · A⃗) = −∇⃗
(
µ0ϵ0

∂ϕ

∂t

)
− µ0ϵ0

∂2A⃗
∂t2 + µ0J⃗

−∇2A⃗ = −∇⃗
(
∇⃗ · A⃗+ µ0ϵ0

∂ϕ

∂t

)
− µ0ϵ0

∂2A⃗
∂t2 + µ0J⃗

داریم ∇⃗ · A⃗+ µ0ϵ0 ∂ϕ
∂t = 0 که مسئله راهنمائی از استفاده با

∇2A⃗ = µ0ϵ0
∂2A⃗
∂t2 − µ0J⃗

عبارت الکترون براي پائولی نظریه�ي در (10
(p⃗− eA⃗)× (p⃗− eA⃗)ψ

به ∇⃗ × A⃗ = B⃗ رابطه�ي با که است مغناطیسی برداري پتانسیل A⃗ است. نرده�اي تابع یک ψ آن در که می�شود ظاهر
دهید نشان p⃗ = −i∇⃗ باشیم داشته اگر می�شود. مربوط مغناطیسی میدان

(p⃗− eA⃗)× (p⃗− eA⃗)ψ = (i∇⃗+ eA⃗)× (i∇⃗+ eA⃗)ψ = ieB⃗ψ

(i∇⃗+ eA⃗)× (i∇⃗+ eA⃗)ψ = i∇⃗ × (i∇⃗ψ + eA⃗ψ) + eA⃗× (i∇⃗ψ + eA⃗ψ)

= −∇⃗ × ∇⃗ψ + ie∇⃗ × (A⃗ψ) + ieA⃗× ∇⃗ψ + eA⃗× A⃗ψ

بنابراین صفراند. برابر بالا عبارت وآخر اول جمله
(i∇⃗+ eA⃗)× (i∇⃗+ eA⃗)ψ = ie(∇⃗ψ × A⃗+ ψ∇⃗ × A⃗) + ieA⃗× ∇⃗ψ

= −ieA⃗× ∇⃗ψ + ieψ∇⃗ × A⃗+ ieA⃗× ∇⃗ψ

= ieψ∇⃗ × A⃗ = ieψB⃗
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معادله به حرارت انتقال تئوري (11
∇2Ψ = k|∇Φ|2

برابر بالا معادله حل دهید نشان .(∇2Φ = می�کند(0 برآورده را لاپلاس معادله که است پتانسیلی Φ که می�شود منجر

∇2Ψ = k|∇Φ|2 ⇒ Ψ =
k

2Φ
2

است.

∇ · ∇Φ2 = ∇ · (2Φ∇Φ) = 2(∇Φ · ∇Φ+ Φ∇2Φ)

داریم ∇2Φ = 0 مسئله فرض به توجه با

∇ · ∇Φ2 = 2∇Φ · ∇Φ = 2|∇Φ|2 ⇒ |∇Φ|2 =
1
2∇

2Φ2

داریم ∇2Ψ = k|∇Φ|2 در |∇Φ|2 دادن باقرار

∇2Ψ = k
1
2∇

2Φ2 ⇒ ∇2
(
Ψ− k

1
2Φ

2
)

= 0 ⇒ Ψ− k
1
2Φ

2 = c⃗ · r⃗ + c′

باشند صفر برابر c′ و c⃗ مقدار اگر می�باشند. ثابت عددي و برداري کمیتهاي c′ و c⃗ که

Ψ = k
1
2Φ

2

برداري و ماتریس معادله دهید نشان (12(
M⃗ · ∇⃗+ I

1
c

∂

∂t

)
ψ = 0

یک ψ اینجا است). شده داده (7) مسئله در معادلات این می�کند(شکل تولید باز را خلا در را ماکسول معادلات
با برابرند ماتریسها و 1

c2 = µ0ϵ0 همچنین ،j = x, y, z که می�باشد ψj = Bj − iEj/c مولفه�هاي با ستونی بردار

Mx =

 0 0 0
0 0 −i
0 i 0

 , My =

 0 0 i
0 0 0
−i 0 0

 , Mz =

 0 −i 0
i 0 0
0 0 0

 , I =

 1 0 0
0 1 0
0 0 1



(
Mx

∂

∂x
+My

∂

∂y
+Mz

∂

∂z
+ I

1
c

∂

∂t

)
ψ = 0


1
c

∂
∂t −i ∂

∂z i ∂
∂y

i ∂
∂z

1
c

∂
∂t −i ∂

∂x

−i ∂
∂y i ∂

∂x
1
c

∂
∂t


 Bx − i1cEx

By − i1cEy

Bz − i1cEz

 = 0
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بالا رابطه�ي در بردار یک در ماتریس یک ضرب عملیات انجام
1
c

∂

∂t

(
Bx − i

1
c
Ex

)
− i

∂

∂z

(
By − i

1
c
Ey

)
+ i

∂

∂y

(
Bz − i

1
c
Ez

)
= 0

i
∂

∂z

(
Bx − i

1
c
Ex

)
+

1
c

∂

∂t

(
By − i

1
c
Ey

)
− i

∂

∂x

(
Bz − i

1
c
Ez

)
= 0

−i ∂
∂y

(
Bx − i

1
c
Ex

)
+ i

∂

∂x

(
By − i

1
c
Ey

)
+

1
c

∂

∂t

(
Bz − i

1
c
Ez

)
= 0

یکدیگر از موهومی و حقیقی قسمت کردن جدا
1
c

(
∂Bx

∂t
− ∂Ey

∂z
+
∂Ez

∂y

)
− i

( 1
c2
∂Ex

∂t
+
∂By

∂z
− ∂Bz

∂y

)
= 0

1
c

(
∂By

∂t
+
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x

)
− i

( 1
c2
∂Ey

∂t
− ∂Bx

∂z
+
∂Bz

∂x

)
= 0

1
c

(
∂Bz

∂t
− ∂Ex

∂y
+
∂Ey

∂x

)
− i

( 1
c2
∂Ez

∂t
+
∂Bx

∂y
− ∂By

∂x

)
= 0

می�شوند، صفر برابر جداگانه بطور آن موهومی و حقیقی قسمتهاي می�گیرد، قرار صفر برابر مختلط عبارت یک وقتی
بنابراین

∂Bx

∂t
− ∂Ey

∂z
+
∂Ez

∂y
= 0, 1

c2
∂Ex

∂t
+
∂By

∂z
− ∂Bz

∂y
= 0

∂By

∂t
+
∂Ex

∂z
− ∂Ez

∂x
= 0, 1

c2
∂Ey

∂t
− ∂Bx

∂z
+
∂Bz

∂x
= 0

∂Bz

∂t
− ∂Ex

∂y
+
∂Ey

∂x
= 0, 1

c2
∂Ez

∂t
+
∂Bx

∂y
− ∂By

∂x
= 0

(1)

نوشت زیر فشرده بصورت می�توان را (1) معادلات چپ سمت عبارتهاي
∂Bx

∂t − ∂Ey

∂z + ∂Ez

∂y = 0 ⇒ ∂Bx

∂t +
(
∇⃗ × E⃗

)
x
= 0

∂By

∂t + ∂Ex

∂z − ∂Ez

∂x = 0 ⇒ ∂By

∂t +
(
∇⃗ × E⃗

)
y
= 0

∂Bz

∂t − ∂Ex

∂y +
∂Ey

∂x = 0 ⇒ ∂Bz

∂t +
(
∇⃗ × E⃗

)
z
= 0

⇒ ∂B⃗

∂t
= −∇⃗ × E⃗

نوشت زیر فشرده بصورت می�توان را (1) معادلات راست سمت عبارتهاي همچنین و
1
c2

∂Ex

∂t +
∂By

∂z − ∂Bz

∂y = 0 ⇒ 1
c2

∂Ex

∂t −
(
∇⃗ × B⃗

)
x
= 0

1
c2

∂Ey

∂t − ∂Bx

∂z + ∂Bz

∂x = 0 ⇒ 1
c2

∂Ey

∂t −
(
∇⃗ × B⃗

)
y
= 0

1
c2

∂Ez

∂t + ∂Bx

∂y − ∂By

∂x = 0 ⇒ 1
c2

∂Ez

∂t −
(
∇⃗ × B⃗

)
z
= 0

⇒ 1
c2
∂E⃗

∂t
= ∇⃗ × B⃗

مظفّري
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