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یعنی باشد، q3 و q2 ،q1 از تحلیلی تابع z و y ،x اگر (1

x = x(q1, q2, q3), y = y(q1, q2, q3), z = z(q1, q2, q3)

بصورت را مکان بردار تغییرات می�توان بنابراین

d⃗r =
∂r⃗

∂q1
dq1 +

∂r⃗

∂q2
dq2 +

∂r⃗

∂q3
dq3

برابر q3 و q2 ،q1 تغییرات امتداد در یکه بردارهاي داد. نشان

â1 =
1

| ∂r⃗∂q1 |
∂r⃗

∂q1
, â2 =

1
| ∂r⃗∂q2 |

∂r⃗

∂q2
, â3 =

1
| ∂r⃗∂q3 |

∂r⃗

∂q3

رابطه�ي که می�دهند تشکیل را متعامد راستگرد دستگاه یک یکه بردارهاي این صورتی در که
âi · âj × âk = ϵijk

برابر ds کوچک فاصله مجذور اگر باشد. برقرار
(ds)2 = d⃗r · d⃗r

=
∑
i,j

(
∂x

∂qi

∂x

∂qj
+
∂y

∂qi

∂y

∂qj
+
∂z

∂qi

∂z

∂qj

)
dqidqj =

∑
i,j

h2ijdqidqj

اتحاد متعامد، مختصات دستگاههاي براي دهید نشان الف) باشد،
hij = hiiδij

مقیاس ضرایب به که می�شود داده نمایش hii = hi =

√(
∂x
∂qi

)2
+
(

∂y
∂qi

)2
+
(

∂z
∂qi

)2 معمولا که است قرار بر
می�باشد. معروف

برابر عام مختصات دستگاه یکه� بردارهاي دهید نشان ب)

âi =
1
hi

∂r⃗

∂qi
, i = 1, 2, 3

است.
نیز دیگري متعامد مختصات دستگاه هر در بنابراین dr⃗ = îdx + ĵdy + k̂dz دکارتی مختصات دستگاه در ج)

دهید نشان .dr⃗ = â1ds1 + â2ds2 + â3ds3 باشیم داشته می�توانیم
dsi = hidqi, i = 1, 2, 3

دهید نشان dτ = dxdydz اگر د)
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dτ = ds1ds2ds3 = h1h2h3dq1dq2dq3

می�شود نامیده ژاکوبی J
(

x,y,z
q1,q2,q3

)
= h1h2h3 که

کنید بررسی را زیر اتحادهاي درستی (2

hihj =

∣∣∣∣ ∂r⃗∂qi × ∂r⃗

∂qj

∣∣∣∣ , i ̸= j

h1h2h3 =
∂r⃗

∂q1
· ∂r⃗
∂q2

× ∂r⃗

∂q3

کنید بررسی را زیر اتحادهاي درستی (3
∂âi
∂qj

= âj
∂hj
hi∂qi

, i ̸= j

∂âi
∂qi

= −
∑
j ̸=i

âj
∂hi
hj∂qj

بصورت که z و ϕ ،ρ مختصه�هاي به استوانه�اي مختصات دستگاه براي (4
x = ρ cosϕ, y = ρ sinϕ, z = z

هاي بردار ب) آورید. بدست را hz و hϕ ،hρ مقیاس ضرایب الف) می�شوند. مربوط دکارتی مختصات دستگاه به
آورید. بدست استوانه�اي مختصات دستگاه در را حجم المان ج) آورید. بدست را ẑ و ϕ̂ ،ρ̂ یکه

بصورت که ϕ و θ ،r مختصه�هاي به کروي مختصات دستگاه براي (5
x = r cosϕ sin θ, y = r sinϕ sin θ, z = r cos θ

هاي بردار ب) آورید. بدست را hϕ و hθ ،hr مقیاس ضرایب الف) می�شوند. مربوط دکارتی مختصات دستگاه به
آورید. بدست کروي مختصات دستگاه در را حجم المان ج) آورید. بدست را ϕ̂ و θ̂ ،r̂ یکه

معادله از استفاده با (6

∇⃗ψ = lim∫
dτ→0

∮
ψd⃗s∫
dτ

آورید بدست را زیر رابطه�ي

∇⃗ψ(q1, q2, q3) = â1
∂ψ

h1∂q1
+ â2

∂ψ

h2∂q2
+ â3

∂ψ

h3∂q3
کنید.) استفاده مسئله بررسی براي (1) چپ سمت شکل از (راهنمائی:
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dS1 = سطح به مربوط راست سمت شکل و dτ = h1h2h3dq1dq2dq3 حجم به مربوط چپ سمت شکل :1 شکل
است. h2h3dq2dq3

معادله از استفاده با (7

∇⃗ · A⃗ = lim∫
dτ→0

∮
A⃗ · d⃗s∫
dτ

آورید بدست را زیر رابطه�ي

∇⃗ · A⃗(q1, q2, q3) =
1

h1h2h3

[
∂

∂q1
(A1h2h3) +

∂

∂q2
(A2h1h3) +

∂

∂q3
(A3h1h2)

]
کنید.) استفاده مسئله بررسی براي (1) چپ سمت شکل از (راهنمائی:

معادله از استفاده با (8

∇⃗ × A⃗ = lim∫
da→0

∮
A⃗ · d⃗l∫
da

آورید بدست را زیر رابطه�ي

∇⃗ × A⃗(q1, q2, q3) =
1

h1h2h3

∣∣∣∣∣∣
â1h1 â2h2 â3h3

∂
∂q1

∂
∂q2

∂
∂q3

h1A1 h2A2 h3A3

∣∣∣∣∣∣
کنید.) استفاده مسئله بررسی براي (1) راست سمت شکل از (راهنمائی:

دهید نشان باشد، صعودي q1 جهت در â1 یکه بردار اگر (9

∇⃗ · â1 =
1

h1h2h3
∂(h2h3)
∂q1

∇⃗ × â1 =
1
h1

[
â2

∂h1
h3∂q3

− â3
∂h1
h2∂q2

]

مظفّري
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