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ــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــــ�
یعنی کنید، تجزیه آنها کروي مولفه�هاي به را دکارتی یکه�ي بردارهاي (1

î = r̂ sin θ cosϕ+ θ̂ cos θ cosϕ− ϕ̂ sinϕ
ĵ = r̂ sin θ sinϕ+ θ̂ cos θ sinϕ+ ϕ̂ cosϕ
k̂ = r̂ cos θ − θ̂ sin θ

داریم هفتم سري تمرینهاي از
r̂ = î cosϕ sin θ + ĵ sinϕ sin θ + k̂ cos θ
θ̂ = î cosϕ cos θ + ĵ sinϕ cos θ − k̂ sin θ
ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ

کرد تجزیه زیر بصورت می�توان را کروي مختصات دستگاه در بردار هر
A⃗ = r̂Ar + θ̂Aθ + ϕ̂Aϕ

آورد بدست زیر بصورت را A⃗ بردار مولفه�هاي می�توان کروي دستگاه یکه بردارهاي و A⃗ بردار بودن معلوم با که
Ar = r̂ · A⃗

Aθ = θ̂ · A⃗

Aϕ = ϕ̂ · A⃗

بنابراین A⃗ = î اگر
r̂ · î = cosϕ sin θ
θ̂ · î = cosϕ cos θ
ϕ̂ · î = − sinϕ

⇒ î = r̂ cosϕ sin θ + θ̂ cosϕ cos θ − ϕ̂ sinϕ

بنابراین A⃗ = ĵ اگر
r̂ · ĵ = sinϕ sin θ
θ̂ · ĵ = sinϕ cos θ
ϕ̂ · ĵ = cosϕ

⇒ ĵ = r̂ sinϕ sin θ + θ̂ sinϕ cos θ + ϕ̂ cosϕ

بنابراین A⃗ = k̂ اگر
r̂ · k̂ = cos θ
θ̂ · k̂ = − sin θ
ϕ̂ · k̂ = 0

⇒ k̂ = r̂ cos θ − θ̂ sin θ
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یعنی کنید، تجزیه آنها استوانه�اي مولفه�هاي به را دکارتی یکه�ي بردارهاي (2
î = ρ̂ cosϕ− ϕ̂ sinϕ
ĵ = ρ̂ sinϕ+ ϕ̂ cosϕ
k̂ = k̂

داریم هفتم سري تمرینهاي از
ρ̂ = î cosϕ+ ĵ sinϕ
ϕ̂ = −î sinϕ+ ĵ cosϕ
k̂ = k̂

کرد تجزیه زیر بصورت می�توان را استوانه�اي مختصات دستگاه در بردار هر
A⃗ = ρ̂Aρ + ϕ̂Aϕ + k̂Az

آورد بدست زیر بصورت را A⃗ بردار مولفه�هاي می�توان استوانه�اي دستگاه یکه بردارهاي و A⃗ بردار بودن معلوم با که
Aρ = ρ̂ · A⃗

Aϕ = ϕ̂ · A⃗

Az = k̂ · A⃗

بنابراین A⃗ = î اگر
ρ̂ · î = cosϕ
ϕ̂ · î = − sinϕ
k̂ · î = 0

⇒ î = ρ̂ cosϕ− ϕ̂ sinϕ

بنابراین A⃗ = ĵ اگر
ρ̂ · ĵ = sinϕ
ϕ̂ · ĵ = cosϕ
k̂ · ĵ = 0

⇒ ĵ = ρ̂ sinϕ+ ϕ̂ cosϕ

بنابراین A⃗ = k̂ اگر
ρ̂ · k̂ = 0
ϕ̂ · k̂ = 0
k̂ · k̂ = 1

⇒ k̂ = k̂

θ2 از عبارتند متناظر زاویه�هاي دیگر بردار یک براي می�شود. تعیین ϕ1 و θ1 زاویه�هاي با بردار یک راستاي (3
می�آید بدست زیر رابطه از ،γ بردارها، این بین زاویه�ي که دهید نشان .ϕ2 و

cos γ = cos θ1cosθ2 + sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2)
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نوشت زیر بصورت می�توان را A⃗2 و A⃗1 بردار }دو
A⃗1 = A1(̂i cosϕ1 sin θ1 + ĵ sinϕ1 sin θ1 + k̂ cos θ1)
A⃗2 = A2(̂i cosϕ2 sin θ2 + ĵ sinϕ2 sin θ2 + k̂ cos θ2)

بصورت می�توان را بردار دو بین زاویه کسینوس ضرب�داخلی، تعریف به توجه با

cos γ =
A⃗1 · A⃗1
A1A2

و آورد بدست
cos γ = cosϕ1 sin θ1 cosϕ2 sin θ2 + sinϕ1 sin θ1 sinϕ2 sin θ2 + cos θ1 cos θ2

= sin θ1 sin θ2(cosϕ1 cosϕ2 + sinϕ1 sinϕ2) + cos θ1 cos θ2
= sin θ1 sin θ2 cos(ϕ1 − ϕ2) + cos θ1 cos θ2

آورید بدست کروي دستگاه در آنرا شتاب و سرعت مولفه�هاي کند، می حرکت فضا در ذره�اي (4
vr = ṙ

vθ = rθ̇

vϕ = r sin θϕ̇
ar = r̈ − rθ̇2 − r sin2 θϕ̇2

aθ = rθ̈ + 2ṙθ̇ − r sin θ cos θϕ̇2

aϕ = r sin θϕ̈+ 2ṙ sin θϕ̇+ 2r cos θθ̇ϕ̇

کروي مختصات در مکان بردار
r⃗ = rr̂

برابر آن سرعت بردار که می�شود داده

v⃗ =
dr⃗

dt
= ṙr̂ + r

d

dt
r̂ = ṙr̂ + r

(
dθ

dt

∂r̂

∂θ
+
dϕ

dt

∂r̂

∂ϕ

)
= ṙr̂ + rθ̇

∂r̂

∂θ
+ rϕ̇

∂r̂

∂ϕ

∂âi
∂qi

= −
∑
j ̸=i âj

∂hi

hj∂qj
و ∂âi
∂qj

= âj
∂hj

hi∂qi
, i ̸= j یعنی ،7 سري تمرین در (3) مسئله اتحادهاي از استفاده با

داریم
∂r̂

∂θ
= θ̂

∂hθ
hrdr

∂r̂

∂ϕ
= ϕ̂

∂hϕ
hrdr

داریم hϕ = r sin θ و hθ = r ،hr = 1 اینکه به توجه با و
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∂r̂

∂θ
= θ̂

∂r̂

∂ϕ
= ϕ̂ sin θ

بنابراین
v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂ + r sin θϕ̇ϕ̂

حرکت شتاب

a⃗ =

(
r̈r̂ + ṙ

dr̂

dt

)
+

(
ṙθ̇θ̂ + rθ̈θ̂ + rθ̇

dθ̂

dt

)
+

(
ṙ sin θϕ̇ϕ̂+ rθ̇ cos θϕ̇ϕ̂+ r sin θϕ̈ϕ̂+ r sin θϕ̇dϕ̂

dt

)

که
dr̂

dt
= θ̇

∂r̂

∂θ
+ ϕ̇

∂r̂

∂ϕ
= θ̇θ̂

∂hθ
hr∂r

+ ϕ̇ϕ̂
∂hϕ
hr∂r

= θ̇θ̂ + ϕ̇ϕ̂ sin θ

dθ̂

dt
= θ̇

∂θ̂

∂θ
+ ϕ̇

∂θ̂

∂ϕ
= −θ̇

(
r̂
∂hθ
hr∂r

+ ϕ̂
∂hθ
hϕ∂ϕ

)
+ ϕ̇ϕ̂

∂hϕ
hθ∂θ

= −θ̇r̂ + ϕ̇ϕ̂ cos θ

dϕ̂

dt
= θ̇

∂ϕ̂

∂θ
+ ϕ̇

∂ϕ̂

∂ϕ
= θ̇θ̂

∂hθ
hϕ∂ϕ

− ϕ̇

(
r̂
∂hϕ
hr∂r

+ θ̂
∂hϕ
hθ∂θ

)
= −r̂ϕ̇ sin θ − θ̂ϕ̇ cos θ

بنابراین
a⃗ = r̂(r̈ − rθ̇2 − rϕ̇2 sin2 θ)
+ θ̂(2ṙθ̇ + rθ̈ − rϕ̇2 sin θ cos θ)
+ ϕ̂(2ṙϕ̇ sin θ + 2rθ̇ϕ̇ cos θ + rϕ̈ sin θ)

آورید بدست استوانه�اي دستگاه در آنرا شتاب و سرعت مولفه�هاي کند، می حرکت فضا در ذره�اي (5
vρ = ρ̇

vϕ = ρϕ̇

vz = ż

aρ = ρ̈− ρϕ̇2

aϕ = ρϕ̈+ 2ρ̇ϕ̇
az = z̈

برابر استوانه�اي مختصات در مکان بردار
r⃗ = ρρ̂+ zk̂

بردار ،7 سري تمرین در (3) مسئله اتحادهاي از استفاده با همچنین و hz = 1 و hϕ = ρ ،hρ = 1 اینکه به توجه با
با است برابر سرعت
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v⃗ = ρ̇ρ̂+ ρ
dρ̂

dt
+ żk̂

= ρ̇ρ̂+ ρϕ̇
dρ̂

dϕ
+ żk̂

= ρ̇ρ̂+ ρϕ̇

(
ϕ̂
dhϕ
hρdρ

)
+ żk̂

= ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂+ żk̂

با است برابر شتاب بردار و

a⃗ = ρ̈ρ̂+ ρ̇
dρ̂

dt
+ ρ̇ϕ̇ϕ̂+ ρϕ̈ϕ̂+ ρϕ̇

dϕ̂

dt
+ z̈k̂

= ρ̈ρ̂+ ρ̇ϕ̇
dρ̂

dϕ
+ ρ̇ϕ̇ϕ̂+ ρϕ̈ϕ̂+ ρϕ̇2 dϕ̂

dϕ
+ z̈k̂

= ρ̈ρ̂+ ρ̇ϕ̇

(
ϕ̂
dhϕ
hρdρ

)
+ ρ̇ϕ̇ϕ̂+ ρϕ̈ϕ̂+ ρϕ̇2

(
−ρ̂ dhϕ

hρdρ

)
+ z̈k̂

= ρ̂(ρ̈− ρϕ̇2) + ϕ̂(2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈) + z̈k̂

نیوتن دوم قانون مطابق مرکزي نیروي یک تاثیر تحت m ذره�ي (6
m⃗̈r = r̂f(r)

است. ثابت یک r⃗ × v⃗ = c⃗ که دهید نشان کند، می حرکت فضا در
استفاده بررسی براي قطبی مختصات از اینجا در می�کند. حرکت صفحه یک در مرکز نیروهاي تاثیر تحت ذره
از استفاده با می�شود. داده نمایش m⃗̈r = ρ̂f(ρ) بصورت قطبی مختصات در بالا دینامیکی معادله بطوریکه می�کنیم،

بنابراین ⃗̈r = ρ̂(ρ̈− ρϕ̇2) + ϕ̂(2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈) قبل مسئله

m⃗̈r = ρ̂f(ρ) ⇒

{
m(ρ̈− ρϕ̇2) = f(ρ)

m(2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈) = 0
داریم کنیم ضرب ρ یک در را m(2ρ̇ϕ̇+ ρϕ̈) = 0 عبارت طرفین اگر

m(2ρρ̇ϕ̇+ ρ2ϕ̈) = 0 ⇒ d

dt
(mρ2ϕ̇) = 0

را L⃗ = r⃗× p⃗ زاویه�اي حرکت اندازه اگر دیگر طرفی از است. ثابت کمیت یک mρ2ϕ̇ که می�دهد نشان بالا عبارت
داریم اوریم، بدست

L⃗ = r⃗ × p⃗ = mr⃗ × v⃗ = m(ρρ̂)× (ρ̇ρ̂+ ρϕ̇ϕ̂) = mρρ̇(ρ̂× ρ̂) +mρ2ϕ̇(ρ̂× ϕ̂)

= mρ2ϕ̇k̂

می�باشد. ثابت نیز L⃗m = r⃗× v⃗ و است حرکت ثابت L⃗ که شود می نتیجه mρ2ϕ̇حرکت ثابت با بالا معادله مقایسه از
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کنید بیان کروي مختصات در را ∂/∂z و ∂/∂y ،∂/∂x اپراتورهاي (7
∂

∂x
= sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂y
= sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+

cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂z
= cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ

دهید قرار ∇⃗rθϕ با برابر را ∇⃗xyz همزمان راهنمائی:
داریم دکارتی مختصات در

∇⃗xyzψ = î
∂ψ

∂x
+ ĵ

∂ψ

∂y
+ k̂

∂ψ

∂z

داریم کروي مختصات در

∇⃗rθϕψ = r̂
∂ψ

∂r
+
θ̂

r

∂ψ

∂θ
+

ϕ̂

r sin θ
∂ψ

∂ϕ

در را کروي مختصات در که یکه بردارهاي باید آن دکارتی شکل با بالا عبارت دادن قرار برابر براي ادامه در
بنویسیم، کروي مختصات

∇⃗rθϕψ = (̂i sin θ cosϕ+ ĵ sin θ sinϕ+ k̂ cos θ)∂ψ
∂r

+
1
r
(̂i cos θ cosϕ+ ĵ cos θ sinϕ− k̂ sin θ)∂ψ

∂θ

+
1

r sin θ (−î sinϕ+ ĵ cosϕ)∂ψ
∂ϕ

داریم کنیم مرتب دکارتی یکه بردارهاي برحسب را آنها اگر که

∇⃗rθϕψ = î

(
sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
+ ĵ

(
sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+

cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
+ k̂

(
cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ

)
اینکه نتیجه ∇⃗xyzψ = ∇⃗rθϕψ اگر

∂

∂x
= sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂y
= sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+

cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

∂

∂z
= cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ

6



که دهید نشان و کنید استفاده (7) تمرین از (8

−i
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= −i ∂

∂ϕ

فرض اینجا در می�دهند نشان p⃗ = −ih−∇⃗ بصورت انرا که است اپراتور یک خطی حرکت اندازه کوانتومی نظر از
یک نیز L⃗ = r⃗ × p⃗ زاویه�اي حرکت اندازه کوانتومی، مکانیک در شرایط این با .p⃗ = −i∇⃗ پس h− = 1 که کنید

است، اپراتور

L⃗ = −ir⃗ × ∇⃗ ⇒



Lx = −i
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
Ly = −i

(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
Lz = −i

(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
که دهیم نشان داریم قصد اینجا در

Lz = −i
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= −i ∂

∂ϕ

داریم قبل مسئله از استفاده با

Lz = −i
(
x
∂

∂y
− y

∂

∂x

)
= −ir cosϕ sin θ

(
sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+

cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
+ ir sinϕ sin θ

(
sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
= −i ∂

∂ϕ

که دهید نشان و کنید استفاده (7) تمرین از (9

Lx + iLy = eiϕ
(
∂

∂θ
+ i cot θ ∂

∂ϕ

)
Lx − iLy = −e−iϕ

(
∂

∂θ
− i cot θ ∂

∂ϕ

)
داریم (9) مسئله و قبل مسئله از استفاده با

Lx = −i
(
y
∂

∂z
− z

∂

∂y

)
= −ir sinϕ sin θ

(
cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ

)
+ ir cos θ

(
sin θ sinϕ ∂

∂r
+ cos θ sinϕ1

r

∂

∂θ
+

cosϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
= i sinϕ ∂

∂θ
+ i cot θ cosϕ ∂

∂ϕ
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همچنین

Ly = −i
(
z
∂

∂x
− x

∂

∂z

)
= −ir cos θ

(
sin θ cosϕ ∂

∂r
+ cos θ cosϕ1

r

∂

∂θ
− sinϕ
r sin θ

∂

∂ϕ

)
+ ir sin θ cosϕ

(
cos θ ∂

∂r
− sin θ1

r

∂

∂θ

)
= −i cosϕ ∂

∂θ
+ i cot θ sinϕ ∂

∂ϕ

و

Lx + iLy = i sinϕ ∂
∂θ

+ i cot θ cosϕ ∂

∂ϕ
+ cosϕ ∂

∂θ
− cot θ sinϕ ∂

∂ϕ

= (cosϕ+ i sinϕ) ∂
∂θ

+ i cot θ(cosϕ+ i sinϕ) ∂
∂ϕ

= eiϕ
(
∂

∂θ
+ i cot θ ∂

∂ϕ

)
همچنین و

Lx − iLy = i sinϕ ∂
∂θ

+ i cot θ cosϕ ∂

∂ϕ
− cosϕ ∂

∂θ
+ cot θ sinϕ ∂

∂ϕ

= −(cosϕ− i sinϕ) ∂
∂θ

+ i cot θ(cosϕ− i sinϕ) ∂
∂ϕ

= −e−iϕ
(
∂

∂θ
− i cot θ ∂

∂ϕ

)
معادله وقتی کنید پیدا شده داده مرزي شرایط و هندسه براي را ϕ پتانسیل متغییرها جداسازي از استفاده با (10

است. ∇2ϕ = 0 مسئله در حاکم

در ϕ(x, y) = f1(x)f2(y) اگر خطی، پاره�اي دیفرانسیل معادلات حل در متغییرها جداسازي روش از استفاده با
بصورت می�توان را ∇2ϕ = 0 معادله اینصورت

∇2ϕ = 0 ⇒ ∂2ϕ
∂x2 +

∂2ϕ
∂y2 = 0

f2(y)
d2f1(x)
dx2 + f1(x)

d2f2(y)
dy2 = 0

داریم کنیم تقسیم f1(x)f2(y) بر را بالا عبارت اگر نوشت.
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1
f1(x)

d2f1(x)
dx2 +

1
f2(y)

d2f2(y)
dy2 = 0

جمله اولین f1(x = a) = 0 و f1(x = 0) = 0 یا ϕ(x = a, y) = 0 و ϕ(x = 0, y) = 0 مرزي شرایط به توجه با
ثابت کمیت یک α که می�دهیم قرار −α2 با برابر را 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2 است، x مختصه به مربوط فقط که بالا عبارت

است
1

f1(x)
d2f1(x)
dx2 = −α2 ⇒ d2f1(x)

dx2 + α2f1(x) = 0 ⇒ f1(x) = A1 sinαx+A2 cosαx

مرزي شرایط اعمال با
f1(x = 0) = 0 ⇒ A2 = 0 ⇒ f1(x) = A1 sinαx

f1(x = a) = 0 ⇒ sinαa = 0 ⇒ αa = mπ ⇒ α =
mπ

a

می�باشد. صحیح عدد یک m که f1(x) ∼ sin mπx
a بدین�ترتیب

y جهت در که می�شود نتیجه داشتیم 1
f1(x)

d2f1(x)
dx2 عبارت براي که انتخابی با

1
f2(y)

d2f2(y)
dy2 = α2 ⇒ d2f2(y)

dy2 − α2f2(y) = 0 ⇒ f2(y) = B1 sinhαy +B2 coshαy

یا
f2(y) = B1 sinh mπy

a
+B2 cosh mπy

a

y = 0 در مرزي شرط اعمال با
f2(y = 0) = 0 ⇒ B2 = 0 ⇒ f2(y) = B1 sinh mπy

a

کرد. خواهیم اعمال بزودي را f2(y = b) = V0 مرزي شرط که است اشاره به لازم .f2(x) ∼ sinh mπy
a بدین�ترتیب

پس f2 و f1 حاصلضرب برابر نهایی جواب
ϕ(x, y) ∼ sin mπx

a
sinh mπy

a

بصورت را بالا عبارت می�توان بنابراین دارد. بستگی است صحیح عدد یک که m انتخاب به جواب بالا، معادله در

ϕm(x, y) = Am sin mπx
a

sinh mπy
a

می�کنیم استفاده برهم�نهی اصل از منظور این براي باشد m از مستقل باید جواب قطعا ولی نوشت

ϕ(x, y) =
∑
m

ϕm(x, y) =
∑
m

Am sin mπx
a

sinh mπy
a

مرزي شرط اعمال با آوریم. بدست ϕ(x, y = b) = V0 مرزي شرط به توجه با را Am ثابت می�کنیم سعی ادامه در
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ϕ(x, y = b) = V0 =
∑
m

Am sin mπx
a

sinh mπb
a

بالا عبارت طرفین در منظور این براي می�زنیم، جمع انتگرال�گیري با x آزادي درجه روي Am آوردن بدست براي
می�کنیم. ضرب را sin m′πx

a

V0 sin m
′πx

a
=
∑
m

Am sinh mπb
a

sin mπx
a

sin m
′πx

a

a تا 0 بازه روي x به نسبت طرفین از انتگرالگیري با و

V0
∫ a

0
sin m

′πx

a
dx =

∑
m

Am sinh mπb
a

∫ a

0
sin mπx

a
sin m

′πx

a
dx

داریم
V0a
m′π

(
− cos m

′πx

a

)a
0
=
∑
m

Am sinh mπb
a

(a
2δmm′

)
و

Am′ =
2V0

m′π sinh m′πb
a

(1− (−1)m′
)

برابر نهایی جواب

ϕ(x, y) =
2V0
π

∑
m

(1− (−1)m)

m sinh mπb
a

sinh mπy
a

sin mπx
a

u(x = اولیه شرایط و هندسه براي بعد یک در u(x, t) موج انتشار معادله متغییرها جداسازي از استفاده با (11
است. ∂2u

∂t2 = c2 ∂2u
∂x2 مسئله در حاکم معادله وقتی کنید پیدا شده داده 0, t)

گرفت نظر در (f2(t) t(مانند از تابعی و (f1(x) x(مانند از تابعی حاصلضرب می�توان را جواب قبل مسئله مانند
u(x, y) = f1(x)f2(t)

بصورت موج معادله متغییرها جداسازي با که
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f1(x)
d2f2(t)
dt2 = c2f2(t)

d2f1(x)
dx2

کنیم تقسیم f1(x)f2(t) بر را بالا معادله اگر می�شود. تبدیل
1

f2(t)
d2f2(t)
dt2 = c2 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2

(1)

عبارت f1(x = a) = 0 و f1(x = 0) = 0 یا u(x = a, t) = 0 و u(x = 0, t) = 0 مرزي شرایط به توجه با
شرایط اعمال با .f1(x) = A1 sin kx + A2 cos kx صورت این در که می�کنیم انتخاب −k2 برابر را 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2مرزي

f1(x = 0) = 0 ⇒ A2 = 0 ⇒ f1(x) = A1 sin kx

f1(x = a) = 0 ⇒ sin ka = 0 ⇒ αa = mπ ⇒ k =
mπ

a

است صحیح عدد یک m که f1(x) ∼ sin mπx
a بدین�ترتیب

قرار −ω2 مانند کمیتی با برابر باید 1
f2(t)

d2f2(t)
dt2 عبارت t براي داشتیم، 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2 عبارت براي که انتخابی با

دهیم.
1

f2(t)
d2f2(t)
dt2 = −ω2 ⇒ d2f2(t)

dt2 + ω2f2(t) = 0 ⇒ f2(t) = B1 sinωt+B2 cosωt

داریم دهیم، قرار (1) معادله داخل در را 1
f1(x)

d2f1(x)
dx2 = −k2 و 1

f2(t)
d2f2(t)
dt2 = −ω2 عبارتهاي اگر

−ω2 = −c2k2 ⇒ ω = ck

بنابراین k = mπ
a چون و

ωm = ckm ⇒ ωm =
mπc

a

f2(t) = Cm sinωmt+Dm cosωmt بدین�ترتیب
برابر نهایی جواب

u(x, t) =
∑
m

(Cm sinωmt+Dm cosωmt) sin mπx
a

t = 0 لحظه�ي در طناب شکل آوریم. بدست مسئله اولیه شرایط از استفاده با داریم قصد را Dm و Cm ثوابت که
بصورت

u(x, t = 0) =


2u0
a
x, 0 ≤ x ≤ a

2
−2u0

a
(x− a),

a

2 ≤ x ≤ a

است صفر برابر نیز آن اولیه�ي سرعت و )است
∂u

∂t

)
t=0

= 0
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u(x, t = 0) =∑
m

Dm sin mπx
a

می�کنیم. انتگرالگیري �x روي Dm کردن پیدا براي قبل مسئله ∫مانند a

0
u(x, t = 0) sin m

′πx

a
dx =

∑
m

Dm

∫ a

0
sin mπx

a
sin m

′πx

a
dx

2u0
a

∫ a2

0
x sin m

′πx

a
dx− 2u0

a

∫ a

a2
(x− a) sin m

′πx

a
dx =

∑
m

Dm

(a
2δmm′

)
8u0
π2m′2 sin m

′π

2 = Dm′

(
∂u

∂t

)
t=0

=

(∑
m

ωm(Cm cosωmt−Dm sinωmt) sin mπx
a

)
t=0

=
∑
m

ωmCm sin mπx
a

= 0

بنابراین Cm = 0 اینکه نتیجه

u(x, t) =
8u0
π2

∑
m

sin m′π2
m′2 cosωmt sin mπx

a

ψ موج تابع توسط ذره این است. مستطیل مکعب شکل به جعبه�اي در محبوس (کوانتومی) ذره یک (12
برابر مکعب وجه هر روي موج تابع می�کند. برآورده آنرا − h−

2
2m ∂2ψ

∂x2 = Eψ شرودینگر معادله که می�شود توصیف
همواره انرژي که می�کند تحمیل انرژي براي را قیوردي مرزي شرایط این متغییرها جداسازي به توجه با است. صفر

باشد. داشته را مشخصی مقادیر

زیر شکل به − h−
2

2m ∂2ψ
∂x2 = Eψ شرودینگر معادله کنیم عوض f1(x)f2(y)f3(z) حاصلضرب با را ψ موج تابع اگر

می�شود تبدیل

− h−
2

2m
∂2ψ
∂x2 = Eψ

− h−
2

2m
(
f2(y)f3(z)

d2f1(x)
dx2 + f1(x)f3(z)

d2f2(y)
dy2 + f1(x)f2(y)

d2f3(z)
dz2

)
= Ef1(x)f2(y)f3(z)
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داریم کنیم تقسیم f1(x)f2(y)f3(z) بر را بالا عبارت طرفین اگر

− h−
2

2m
(

1
f1(x)

d2f1(x)
dx2 +

1
f2(y)

d2f2(y)
dy2 +

1
f3(z)

d2f3(z)
dz2

)
= E (2)

جمله f1(x = a) = 0 و f1(x = 0) = 0 یا ψ(x = a, y, z) = 0 و ψ(x = 0, y, z) = 0 مرزي شرایط به توجه با
دهیم. می قرار −α2 ثابت با برابر را است x از تابعی که 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2

1
f1(x)

d2f1(x)
dx2 = −α2 ⇒ d2f1(x)

dx2 + α2f1(x) = 0 ⇒ f1(x) = A1 sinαx+A2 cosαx

مرزي شرایط اعمال با
f1(x = 0) = 0 ⇒ A2 = 0 ⇒ f1(x) = A1 sinαx

f1(x = a) = 0 ⇒ sinαa = 0 ⇒ αa = lπ ⇒ α =
lπ

a

می�باشد. صحیح عدد یک l که f1(x) ∼ sin lπx
a بدین�ترتیب

جمله f2(y = b) = 0 و f2(y = 0) = 0 یا ψ(x, y = b, z) = 0 و ψ(x, y = 0, z) = 0 مرزي شرایط به توجه با
دهیم. می قرار −β2 ثابت با برابر را است y از تابعی که 1

f2(y)
d2f2(y)
dy2

1
f2(y)

d2f2(y)
dy2 = −β2 ⇒ d2f2(y)

dy2 + β2f2(y) = 0 ⇒ f2(y) = B1 sinβy +B2 cosβy

مرزي شرایط اعمال با
f2(y = 0) = 0 ⇒ B2 = 0 ⇒ f2(y) = B1 sinβx

f2(y = b) = 0 ⇒ sinβb = 0 ⇒ βb = mπ ⇒ β =
mπ

b

می�باشد. صحیح عدد یک m که f2(y) ∼ sin mπy
b بدین�ترتیب

جمله f3(z = c) = 0 و f3(z = 0) = 0 یا ψ(x, y, z = c) = 0 و ψ(x, y, z = 0) = 0 مرزي شرایط به توجه با
دهیم. می قرار −γ2 ثابت با برابر را است z از تابعی که 1

f3(z)
d2f3(z)
dz2

1
f3(z)

d2f3(z)
dz2 = −γ2 ⇒ d2f3(z)

dz2 + γ2f3(z) = 0 ⇒ f3(z) = C1 sin γz + C2 cos γz

مرزي شرایط اعمال با
f3(z = 0) = 0 ⇒ C2 = 0 ⇒ f3(z) = C1 sin γx

f2(z = c) = 0 ⇒ sin γc = 0 ⇒ γc = nπ ⇒ γ =
nπ

c

می�باشد. صحیح عدد یک n که f3(z) ∼ sin nπz
c بدین�ترتیب
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با است برابر نهایی موج تابع بنابراین

ψ(x, y, z) =
∑
lmn

Almn sin lπx
a

sin mπy
b

sin nπz
c

داخل در ان دادن قرار و 1
f3(z)

d2f3(z)
dz2 = −γ2 و 1

f2(y)
d2f2(y)
dy2 = −β2 ، 1

f1(x)
d2f1(x)
dx2 = −α2 انتخابهاي به توجه با

داریم (2) معادله�ي

Elmn =
h−
2
π2

2m
((

l

a

)2
+
(m
b

)2
+
(n
c

)2)

دارد. مقدار خاص lmnهاي در و گسسته انرژي می�دهد نشان بالا عبارت
می�دهد.) رانشان Elmn انرژي با حالتی در ذره� حضور احتمال میزان |Almn|2 کوانتومی مکانیک در (نکته:

مظفّري
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